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í n ắỉ đầu 


Đây là cuốn sách bài tập dùng cho học sinh học theo chương 
trình Toán nằng cao lớp 12. 

Các bài tập trong sách được sắp xếp theo các chương, mục 
của Sách giáo khoa Hình học 12 Nâng cao. 

Phần lớn các bài tập trong sách nhằm củng cố kiến thức và 
rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh theo mục tiêu của 
chương trình và SGK Hình học 12 nâng cao ; nhữrìg bài tập 
này tương tự như các bài tập trong SGK. Vì vậy, học sinh 
làm được các bài tập đó sẽ có định hướng để giải các bài tập 
trong SGK. Ngoài ra, còn có một số bài tập dành cho học 
sinh khá, giỏi. 

Cuối mỗi chương có các bài tập trắc nghiệm. Mỗi bài có bốn 
phương án trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. 
Nhiệm vụ của học sinh là tìm ra phương án đúng đó. 

Các tác giả chân thành cảm ơn nhóm biên tập của Ban Toán, 
Nhà xuất bản Giáo dục tại Hà Nội đã giúp đỡ rất nhieu để 
hoàn thiện cuốn sách này. 

Hà Nội, năm 2008 

Các tác giả 
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KHỐI ĐA DIỆN VÀ THỂ TÍCH CỦA CHÚNG 


A- CÁC KIẾN THỨC co BẢN VÀ »Ề BÀI 


§1. Khái niệm về khối đa diện 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Hình đa diện gồm một sô hữu hạn đa giác phẳng thoả mãn hai 
điều kiện : 

a) Hai đa giác hoặc không có điểm chung, hoặc có một đỉnh chung, hoặc 
có một cạnh chung. 

b) Mỗi cạnh của một đa giác là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

Mỗi hình đa diện chia không gian thành hai phần : phần bên trong và phần 
bên ngoài. 

Hình đa diện và phần bên trong của nó gọi là khối đa diện. 

2. Mỗi khối đa diện có thể phân chia được thành các khối tứ diện. 

II-ĐỀ BÀI 

1. Khối lập phương là một khối đa diện có 6 mặt là hình vuông. Hãy chỉ ra 
một khối đa diện không phải là khối lập phương mà các mặt của nó đều là 
hình vuông. 

2. Hãy dùng 4 mặt phẳng để chia một khối tứ diện đã cho thành 9 khối 
tứ diện. 

3. Mỗi lần cưa, máy cưa có thể cưa một hay nhiều tấm gồ theo một mặt 
phẳng. Người ta muốn cưa một khối gỗ hình lập phương thành 27 khối lập 
phương bằng nhau. Có thể dùng ít hơn 6 lần cưa hay không ? 

4. Có hay khồng các khối đa diện với các mặt là tam giác đều và số mặt là số 
chẵn lớn hơn 2 ? 
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§2. Phép đối xứng qua mặt phẳng 
và sự bằng nhau của các khối đa diện 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Phép dời hình (trong không gian) là phép biến hình không làm thay đổi 
khoảng cách giữa hai điểm bất kì. 

Phép dời hình biến đường thẳng thành đường thẳng, biến mặt phẳng thành 
mặt phang,... 

Phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đối xứng tâm là những phép 
đời hình. v F 

2. Hai hình đa diện gọi là bằng nhau nếu có phép dời hình biến hình này 
thành hình kia. 

Hai tứ diện bằng nhau khi và chỉ khi các cạnh tương ứng của chúng 
bằng nhau. 

3 ũ.! h ? D đ l X | ín * q ? a mặt phảng C/>) là phép dời hình biến mỏi điểm M 
thuộc ( p ) thành chính nó, biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm M' 
sao cho (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng MM\ 

Mặt phẳng (P) được gọi là mặt phẳng đối xứng của hình cár nếu phép đối 
xứng qua mp(P) biến hình cyf thành chính nó. 

II - ĐỀ BÀI 

5. Tìm tất cả các mặt phảng đối xứng của hình tứ diện đều ABCD. 

6 hmh tứ , diện đều ABCD - Chứng minh rằng mặt phẳng trung trực của 

AB và mặt phang trung trực của CD chia tứ điẹn ABCD thành bon tứ dien 
bằng nhau. 

7 ' ?ỉ° "lỉ*,*? 1 ?* 118 <p> và phép dời hlnh f có tính chât : / biến điểm M thành 

điếm M khi và chi khi M nằm trên (/>). Chứng tố rằng/là phép đối xứng 
qua mạt phẳng (P). 6 

8 ' !ỉ$* “ ến h ! nh b , iến mồ i điểm M của không gian thành chính nó gọi là 

phép đổng nhất, thường được kí hiệu là e. Hỏi phép đồng nhất e có phải là 
phép dời hình hay không ? 

9. Cho tứ diện ABCD. Chứng tỏ rằng phép dời hình biến mỗi điểm A, B,C,D 
thành chính nó phải là phép đồng nhất.. 
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10. Cho hai tứ diện ABCD và A'B'C'D' có các cạnh tương ứng bằng nhau : 
AB = A'B\ BC = B'C\ CD = CD\ DA = DA', DB = D'B', AC = A'C. Chứng 
minh rằng có không quá một phép dời hình biến các điểm A,B,C,D lần 
lượt thành các điểm A', B', c, ơ. 

11. Chứng minh rằng phép dời hình biến một mặt cầu thành một mặt cầu có 
cùng bán kính. 

12. Cho hai điểm phân biệt A, B và phép dời hình/biến A thành A, biến B 
thành B. Chứng minh rằng / biến mọi điểm M nằm trên đường thẳng AB 
thành chính nó. 

13. Cho tam giác ABC và phép dời hình / biến tam giác. ABC thành chính nó 

với/(Ấ) = A,f(B ) = B,f(C ) = c. Chứng minh rằng/biến mọi điểm M của 
uvp{ABC) thành chính nó, tức = M. 

14. Cho tứ diện đều ABCD và phép dời hình / biến ABCD thành chính nó, 
nghĩa là biến mỗi đỉnh của tứ diện thành một đỉnh của tứ diện. Tìm tập 
hợp các điểm M trong không gian sao cho M — f(M ) trong các trường hợp 
sau đây : 

a )f(A) = B,f(B) = C,f(C)^A; 
b )f(A) = B,f(B)=A,f(C) = D-, 
c )f(A) = B,f(B) = C,f(C) = D. 

15. Chứng minh rằng : 

a) Hai hình hộp chữ nhật bằng nhau nếu các kích thước của chúng bằng nhau. 

b) Hai hình lập phương bằng nhau nếu các đường chéo của chúng , có độ 
dài bằng nhau. 


§3. Phép vị tụ và sụ đồng dạng 
của các khối da diện. Các khối da diện đều 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Phép vị tự tâm o tì số k (k =?í 0) là phép biến hình biến mỗi điểm M 
thành điểm M' sao cho OM' - kOM . 

2. Hình Q?c gọi là đồng dạng với hình Q?C' nếu có một phép vị tự biến hình 

thành hình <M[ mà hình bằng hình đ?r. 
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3. Có 5 loại khối đa diện đều : khối tứ diện đều, khối lập phương, khối tám 
mặt đều, khối mười hai mặt đều, khối hai mươi mặt đều. 

II-ĐỂ BÀI 

16. Cho phép vị tự V tâm o tỉ số k * 1 và phép vị tự V' tâm ớ' tỉ số k\ Chứng 
minh rằng nếu kk' = 1 thì hợp thành của V và V' là một phềp tịnh tiến. 

17. Cho hai đường tròn có bán kính khác nhau và nằm trên hai mặt phẳng song 
song. Hãy chỉ ra những phép vị tự biến đường tròn này thành đường tròn kia. 

18. Cho hai đường tròn có bán kính bằng nhau nằm trên hai mặt phẳng song 
song. Hãy chỉ ra các phép vị tự biến đường tròn này thành đường tròn kia. 

19. Cho hai hình tứ diện ABCD và A'B'C'D' có các cạnh tương ứng song song : 
ABII A'B\ AC // A'C\ AD II A'ơ, CB II C'B\ BD // B'D\ DC ỊỊUC. 

Chứng minh rằng hai tứ diện nói trên đồng dạng. 

20. Cho hai tứ diện ABCD và A'B'C'D' có các cạnh tương* ứng tỉ lệ, nghĩa là : 

A'B' B'C' C'D' D'A' A'C' _ B'D' _ 

AB - BC ~ CD - DA ~ AC BD - ' 

Chứng minh rằng hai tứ diện đã cho đồng dạng. 

21. Khẳng định sau đây đúng hay sai : “Nếu khối đa diện có 20 mặt là tam 
giác đều thì đó là khối hai mươi mặt đều” ? 

§4. Thể tích của khối da diện 

I - CÁC KIÊN THỨC Cơ BẢN 

1. Thể tích của khối hộp chữ nhật bằng tích số ba kích thước. 

2. Thể tích của khối chóp bằng một phần ba tích số của diện tích mặt đáy 
và chiều cao của khối chóp. 

3. Thể tích của khối lăng trụ bằng tích số của diện tích mặt đáy và chiều 
cao của khối lăng trụ. 

II-ĐỂ BÀI 

22. Cho khối hộp ó7f có tâm I. Chứng minh rằng nếu mp( a ) chia ÓT? thành 
hai phần có thể tích bằng nhau thì ( a ) phải đi qua điểm I. 




23. Cho khối lăng trụ tứ giác đều ABCDAịBịCịDị có khoảng cách giữa hai 
đường thẳng AB và AịD bằng 2 và độ dài đường chéo của mặt bên bằng 5. 

a) Hạ AK 1 AịD ( K E AịD). Chứng minh rằng AK = 2. 

b) Tính thể tích khối lăng trụ ABCDAịBịCịDị. 

24. Đáy của khối lăng trụ đứng ABCA ỉ B ỉ C l là tam giác đều. Mặt phẳng 

(AịBC) tạo với đáy một góc 30° và tam giác A } BC có diện tích bằng 8. 
Tính thể tích khối lăng trụ. 

25. Cho khối lăng trụ đứng ABCDAịB^ịDị có đáy là hình bình hành và 
BAD = 45°. Các đường chéo ACị và DBị lần lượt tạo với đáy những góc 

45° và 60°. Hãy tính thể tích của khối lăng trụ nếu biết chiều cao của nó 
bằng 2. 

26. Cho khối hộp ABCDAỵBịCịDị có tất cả các cạnh bằng nhau và bằng a , 
AịAB = BAD - AịAD = a (0° < a < 90°). Hãy tính thể tích của khối hộp. 

27. Cho khối hộp ABCDA'B'C'D' có đáy là hình chữ nhật với AB = V3, 
AD = Vỹ . Hai mặt bên (ABBA') và (ADDA') lần lượt tạo với đáy những 
góc 45° và 60°. Hãy tính thể tích khối hộp nếu biết cạnh bên bằng 1. 

28. Cho khối lăng trụ tam giác ẢBCA^ịCị mà mặt bên ABBịAị có diện tích 
bằng 4. Khoảng cách giữa cạnh cc { và mặt (ABBịAị) bằng 7. 

Hãy tính thể tích khối lăng trụ. 

29. Cho khối lăng trụ ABCAịBịCị có đáy ABC là tam giác vuông cân với cạnh 
huyền AB bằng Vỉ. Cho biết mặt phẳng {AAịB) vuông góc với mặt phẳng 
{ABC), AAị = Ví góc AịAB nhọn, góc giữa mặt phảng (AịAC) và mặt 
phẳng {ABC) bằng 60°. 

Hãy tính thể tích khối lăng trụ. 

30. Lấy một mặt phẳng vuông góc với cạnh bên của một khối lăng trụ. Hình 
chiếu của mặt đáy của khối lăng trụ trên mặt phẳng đó được gọi là thiết 
diện thẳng của khối lăng trụ. 

Chứng minh rằng thể tích của khối lăng trụ bằng tích của diện tích thiết 
diện thẳng với độ dài cạnh bên. 
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31. Hãy tính thể tích của khối hộp nếu biết độ dài cạnh bên bằng a, diện tích 
hai mặt chéo lần lượt là Sị, s 2 và góc giữa hai mặt chéo bằng a. 

32. Cho khối chóp tứ giác đều SABCD mà trung đoạn của nó (đường cao của 
một mặt bên hạ từ đỉnh hình chóp) bằng 6 còn góc giữa hai mặt bên đối 
diện bằng 60°. Qua CD, đựng mặt phẳng (à) vuông góc với mpCSẤB), cắt 
SA, SB lần lượt tại P) và p. 

Hãy tính thể tích khối chóp S.CDP X P. 

33. Cho khối chóp tam giác đểu S.ABC có chiều cao bằng h và góc ASB bằng 
2 (p. Hãy tính thể tích khối chóp. 

34. Khối chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân đỉnh c và SA 1 (ABC), 
sc = a. Hãy tìm góc giữa hai mặt phẳng ( SCB ) và (ABC) để thể tích khối 
chóp lớn nhất. 

35. Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD mà khoảng cách từ đỉnh A đến 
mp(SBC) bằng 2 a. Với giá trị nào của góc giữa mặt bên và mặt đáy của 
khối chóp thì thể tích của khối chóp nhỏ nhất ? 

36. Khối chóp S.ABC có SA 1 (ABC) ; đáy là tam giác ABC cân tại A, độ dài 
trung tuyến AD bằng a , cạnh bên SB tạo với đáy một góc a và tạo với mặt 
(SAD) góc /3. Tính thể tích khối chóp. 

37. Biết thể tích khối hộp ABCDA'B'C'D' bằng V. Tính thể tích khối tứ diện 
ACB'D\ 

38. Cho tứ diện ABCD. Gọi d là khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và CD, 
a là góc giữa hai đường thẳng đó. Chứng minh rằng 

Vabcd - 6 AB.CD.d. sin a. 

39. Cho khối chóp SABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với 
mặt phảng đáy và SA = 2a. Gọi B', D' lần lượt là hình chiếu của A trên SB 
và SD. Mặt phảng (AB'ơ) cắt sc tại C'. Tính thể tích khối chóp 
S.ABCƠ. 

40. Tính thể tích khối tứ diện ABCD có các cặp cạnh đối bằng nhau : 

AB = CD = a, AC = BD = b, AD = BC = c. 

41. Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC.ABC có cạnh đáy bằng a, chiều cao 
bằng/ỉ. Tính thể tích khối chóp A.BCA'. 
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42. Cho đường tròn đường kính AB nằm trên mặt phẳng (P) và một điểm M di 
động trên đường tròn. Trên đường thẳng vuông góc với mp (P) tại A, lấy 
một điểm s. Mặt phẳng (Q) qua A vuông góc với SB tại K cắt SM tại H. 
Tìm vị trí của M để thể tích khối chóp S.AHK lớn nhất. Chứng minh rằng 
khi đó cung AM nhỏ hơn cung BM . 

43. Khôi chop S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi B', D' lần lươt là trung 
điểm của SB, SD. Mặt phảng ( AB'D')cắtSC tại c\ Tim tỉ số thể tích của 
hai khối chóp S.AƯCD' và S.ABCD . 

44. Khối chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi M, N, p lần lượt là trung 
điểm của AB, AD và sc. Chứng minh mặt phẳng (MNP) chia khối chóp 
thành hai phần có thể tích bằng nhau. 

45. Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD. Một mặt phảng ( a ) đi qua A, B và 
trung điểm M của cạnh sc. Tính tỉ số thể tích của hai phần khối chóp bị 
phân chia bởi mặt phảng đó. 

46. Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Các điểm E và F lần lượt là 
trung điểm của CB' và CD\ 

a) Dựng thiết diện của khối lập phương khi cắt bởi mp(AEF). 

b) Tính tỉ số thể tích hai phần của khối lập phương bị chia bởi mặt 
phẳng (AEF). 

47. Cho điểm M trên cạnh SA, điểm N trên cạnh SB của khối chóp tam giác 

C/tnr _ , SM 1 SN ■ ^ 1 

S.ABC sao cho = ị, = 2. Mặt phang ( a ) qua MN và song song 

với sc chia khối chóp thành hai phần. Tìm tỉ số thể tích hai phần đó. 

48. Bốn đường thẳng Aị, A 2 , A 3 , A 4 đôi một song song và không có ba đường 
thẳng nào nằm trên cùng một mặt phẳng. Một mặt phẳng (P) cắt chúng theo thứ 
tự tại A, B, c, D. Một mặt phẳng (F) cắt chúng theo thứ tự tại A\ B\ c\ D\ 
Chứng minh hai khối tứ diện D'ABC và DA'B'C có thể tích bằng nhau. 

49. Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Gọi K là trung điểm 
của DD\ Tính khoảng cách giữa CK và A'D. 

50. Cho tứ diện ABCD có điểm o nằm trong tứ diện và cách đều các mặt của 
tứ diện một khoảng r . Gọi h A , h B , h c , h D lần lượt là khoảng cách từ các 
điểm A, B, c, D đến các mặt đối diện. Chứng minh rằng 

J_ = J_ 1 1 1 

r h A h B h c h D 
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51. Chứng minh rằng tổng các khoảng cách từ một điểm nằm trong một hình 
lăng trụ đều đến các mặt của nó không phụ thuộc vào vị trí của điểm nằm 
trong hình lăng trụ đó. 

52. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' mà đáy là tam giác vuông tại B có 
AB = a, BC = b, AA' - c (c 2 > a 2 + b 2 ). Một mặt phang ( p ) đi qua A và 
vuông góc với CA'. 

a) Xác định thiết diện của hình lăng trụ khi cắt bởi mp(P). 

b) Tính diện tích thiết diện nói trên. 

53. Cho hình chóp tam giác S.ABC và M là một điểm nằm trong tam giác ABC. 
Các đường thẳng qua M song song với SA, SB, sc lần lượt cắt các mặt 
( BCS ), ( CAS ), ( ABS ) tại A, B', c. Chứng minh rằng : 

X V M.BCS _ MA ' . 

w SA 
, , MA' . MB’ . MC' 

b) SA + "iữ + sc~ khÔng đổi ' Tim tổng đÓ ‘ 

54. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Một mặt phẳng ( p ) 
cắt SA, SB, sc, SD theo thứ tự tại K, L, M, N. 

Chứng minh rằng : 

a ) V S.ABC = V S.ACD = Vs.ABD = Vs.BCD ’ 

SA SC_SB SD 

b) SK + SM - SL + SN ’ 

Ôn tập chưong I 


Bài tập tự luận 

55. Cho phép dời hình /. Biết rằng có một điểm I duy nhất sao cho / biến I 
thành chính nó, ngoài ra hợp thành của / với chính nó là phép đồng nhất. 
Chứng minh/là phép đối xứng tâm. 

56. Cho hình chóp cụt đều có hai đáy là hai đa giác đều Đị và £>2 • Hãy chỉ ra 
các phép vị tự biến Đị thành Đ 2 . 

57. Người ta gọt một khối lập phương bằng gỗ để lấy khối tám mặt đều nội 
tiếp nó (tức là khối có các đỉnh là các tâm của các mặt khối lập phương). 
Biết cạnh của khối lập phương bằng a, hãy tính thể tích của khối tám mặt 
đều đó. 
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58. Cho đường tròn đường kính AB = 2 R nằm trong mặt phẳng ( p ) và một 
điểm M nằm trên đường tròn đó sao cho MAB = a. Trên đường thẳng 
vuông góc với (P) tại A, lấy điểm s sao cho SA = h. Gọi H và K lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của A trên SM và SB. 

a) Chứng minh rằng SB '_L mp {kha). 

b) Gọi / là giao điểm của HK với (P). Hãy chứng minh AI là tiếp tuyến của 
đường tròn đã cho. 

c) Cho h - 2 R, a - 30°, tính thể tích khối chóp S.KHA. 

59. Các cạnh bên của hình chóp O.ABC đôi một vuông góc vói nhau và OA = a, 
OB = b, oc = c. Tính thể tích của khối lập phương nằm trong hình chóp 
này mà một đỉnh trùng với o và ba cạnh cùng xuất phát từ o nằm trên OA, 
OB, oc, còn đỉnh đối diện với o thuộc mặt phẳng (ABC). 

60. Trên nửa đường tròn đường kính AB = 2R, lấy một điểm c tuỳ ý (C khác 
A, B). Kẻ CH LaB (H e AB), gọi I là trung điểm của CH. 

Trên nửa đường thẳng It vuôrìg góc với mp (ABC), lấy điểm s sao cho 
ẤSẼ = 90°. 

1 . Chứng minh rằng khi c chạy trên nửa đường tròn đã cho thì : 

a) Mặt phảng (SAB) cố định ; 

b) Điểm cách đều các điểm s, A, B , I chạy trên một đường thẳng cố định. 

2. Cho AH = X. Tính thể tích khối chóp S.ABC theo R và X. Tìm vị trí của c 
để thể tích đó lớn nhất. 

61. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật và cạnh bên SA 
vuông góc với đáy. Một mặt phẳng (á) đi qua A, vuông góc với cạnh sc 
cắt SB, sc, SD lần lượt tại B',C\D\ 

1. Chứng minh rằng tứ giác AB'C'D' có hai góc đối diện là góc vuông. 

2. Chứng minh rằng nếu s di chuyển trên đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng (ABCD) tại A thì mp (AB'C'Ơ) luôn đi qua một đường thẳng cố định 
và các điểm A, B, B', c, C', D, D' cùng cách đều một điểm cố định một 
khoảng không đổi. 

3. Giả sử góc giữa cạnh sc và mặt bên (SAB) bằng X. 

Tính tỉ số giữa thể tích của hình chóp S.AB'C'D' và thể tích của hình chóp 
S.ABCD theo A\ biết rằng AB - BC. 
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6 . 


Số mặt phẳng đối xứng của hình tứ diện đều là 

(A) 4; (B) 6 ; 

(C)8; (D) 10. 

7. Hình cY( gồm ba mặt phảng (P), (Q) và ( R ), trong đó (/>)-// ( Q ) và 
( p ) -L (/?). Các mặt phẳng đối xứng của o/f là 

(A) Mặt phảng cách đều hai mặt phẳng (p) và (Ổ); 

(B) Mặt phẳng (R) và mặt phẳng cách đều (P) và ( Q ); 

(C) Mặt phẳng (R) ; 

(D) Cả ba đáp án trên đều sai. 

8. Thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm o tỉ số k và phép đối xứng qua mặt 
phẳng ( p ), (o Ể (P)), ta được phép biến hình /. Giả sử (Q) là mặt phẳng 
qua o và vuông góc với ( p ). Khi đó/biến ( Q) thành : 

(A) Mặt phẳng ( Q ) song song với ( Q ); 

(B) Mặt phảng (P ); 

, (C) Mặt phẳng ( Q ) ; 

(D) Mặt phẳng (F) qua o và song song với (P). 

9. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Phép vị tự biến mặt phẳng thành mặt phẳng song song với nó ; 

(B) Phép vị tự biến mặt phẳng qua tâm vị tự thành chính nó ; 

(C) Không có phép vị tự nào biến hai điểm phân biệt A và B lần lượt thành AvầB; 

(D) Phep VỊ tự biên đường thăng thành đường thẳng song song với nó. 

10. Khối mựời hai mặt đều thuộc loại : 

CA) {3,5} ; (B) {3, 6} ; 

(C) {5, 3} ; (D) {4, 4}. 

11. Đay cua một hình hộp đứng là một hình thoi có đường chéo nhỏ bằng d và 
góc nhọn bằng a. Diện tích của một mặt bên bằng s. Thể tích của hình hộp 
đã cho là 

(A) dScos — ; (B)rfSsinj; 

(Q —dSsỉna ; (D) dSsina. 
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12. Cho khối lăng trụ tam giác ABC.AƯC' có thể tích là V. Gọi / và / lần lượt 
là trung điểm của hai cạnh AA' và BB\ Khi đó thể tích của khối đa diện 
ABCUC bằng 

(A) |v; (B) ịv; 

(C)|v; (D)|v. 

13. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có đáy là một hình thoi và hai mặt chéo 
ACCA\, BDƯB' đều vuông góc với mặt phảng đáy. Hai mặt này có diện 

tích lần lượt bằng lOOcm 2 , 105 cm 2 và cắt nhau theo một đoạn thẳng có 
độ dài lOcm. Khi đó thể tích của hình hộp đã cho là 

(A) 225 cm 3 ; (B) 425 cm 3 ; 

(C) 235 yÍ5 cm 3 ; (D) 525 cm 3 . 

14. Khối lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy là một tam giác đều cạnh a, góc giữa 
cạnh bên và mặt phẳng đáy bằng 30°. Hình chiếu của đỉnh A' trên mặt 
phẳng đáy (ABC) trùng với trung điểm của cạnh BC. Thể tích của khối 
lăng trụ đã cho là 

(A) —Ạ—’’ (B)^; 

(C) —ịỊ—< 

15. Hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có diện tích các mặt ABCD, ABB'A\ 

ADDA' lần lượt bằng 20 cm 2 ,28 cm 2 và 35 cm 2 . Thể tích của hình hộp là 
(A) 160 cm 3 ; (B) 120cm 3 ; 

(C) 130cm 3 ; (D)140cm 3 . 

16. Hình hộp đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là một hình thoi với diện tích S Ả . 
Hai mặt chéo ACCA' và BDD'B' có diện tích lần lượt bằng s 2 và s 3 . Khi 
đó thể tích của hình hộp là 

(A) 
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JÕ 

(C) ; 


(D)ịv^. 


17. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'b' cạnh a, tâm o. Khi đó thể tích khối 
tứ diện AA'B'0 là 


(A) 


(Oị: 


v ’ 12 ’ 


(D) 


(Vĩ 


18. Cho biết thể tích của một hình hộp chữ nhật là V, đáy là hình vuông cạnh a. 
Khi đó diện tích toàn phần của hình hộp bằng 


(A) 2^ +ứ 2 


(C) 2\-j + a 


(B) 4-- + la 2 
a 


(D) 4Ị ~Y + a 


19. Cho một hình chóp tam giác có đường cao bằng lOOcm và các cạnh đáy 

bằng .20cm, 21cm, 29cm. Thể tích của hình chóp đó bằng 

(A) 6000 cm 3 ; (B)6213cm 3 ; 

(C) 7000 cm 3 ; (D) 7000 y/ĩ cm 3 . 

20. Cho hình chóp tam giác SABC với SA 1 SB, SB _L sc, sc 1 SA,SA = a,SB = b, 
sc = c. Thể tích của hình chóp bằng 

(A) ịabc ; (B) ịabc ; 

3 6 

1 2 

( c ) ị abc ; (D) ~abc. 

21. Một hình chóp tam giác đều có cạnh bên bằng b và chiều cao h. Khi đó, 
thể tích của hình chóp bằng 


wệ(b 2 -h 2 )h; 

(C)ệ(b 2 -h 2 )b; 


(B) ệ(b 2 -h 2 ) h ; 

(D) ^.ịb 2 ~h 2 )h. 


2-BTHH 12 - NC - A 
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« 4 ® 


(B)^; 


28. Đường chéo của một hình hộp chữ nhật bằng d, góc giữa đường chéo và 

mặt đáy là «, góc nhọn giữa hai đường chéo của đáy bằng p. Thể tích của 
hình hộp đó bằng 


(A) t d 3 cos 2 a sin a sin p ; (B) |ư 3 cos 2 asinasin/? ; 


(C) d 3 sin 2 acosơsin/? ; (D)ịrfWacosasin/?. 

29. Cho lăng trụ tứ giác đều ABCD.A'B'C'Ư cố cạnh đáy bằng a, đường chéo 
ÁC' tạo với mạt bên (BCC'B') một góc a (o <a < 45°). Khi đó, thể tích của 
khối lăng trụ bằng 


(A) a 3 yjcot 2 a + 1 ; 

(B) a 3 yjcot 2 a -1 ; 

(C) a ò \jcos2a ; 

(D)a 3 Ậm 2 a - 1. 

Đáy của hình chóp S.ABCD là một hình vuông cạnh a. Cạnh bên SA vuông 
góc với mặt phẳng đáy và có độ dài bằng a. Thể tích khối tứ diên SBCD 
bằng 


(B)ị; 

(C)ị-, 

(D) Y' 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình vuông cạnh a. Canh bên SA 
vuông góc với mặt phảng đáy, còn cạnh bên sc tạo với mặt phảng (SAB) 
một gốc 30°. Thể tích của hình chóp đó bằng 

(A) ^ ; (B) ; 


(D) 
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32. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình vuông cạnh a. Các mặt phẳng 
(| SAB ), ( SAD ) cùng vuông góc với mặt phẳng đáy, còn cạnh bên sc tạo với 
mặt phẳng đáy một góc 30°. Thể tích của hình chóp đã cho bằng 


... 

a 3 Vẽ 

(A) 9 ; 

(B) 3 

ứ 3 Vố 

^ ử’s 

(C)^p-; 

(D)^. 


B - LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - BÁP số 

§1. Khái niệm về khối đa diện 

1. Lấy 7 khối lập phương có cùng kích thước rồi ghép lại với nhau như hình 1, 
ta được khối đa diện có 30 mặt đều là hình vuông. 




D 


Hình 2 


2. Giả sử ABCD là khối tứ diện đã cho. Chia cạnh AB thành bạ đoạn thẳng 
bởi các điểm chia M và M\ chia cạnh CD thành ba đoạn thẳng bởi các 
điểm N và N\ Khi đó 4 mặt phẳng (ABN), (. ABN '), ( CDM ), ( CDM') sẽ 
phân chia khối tứ diện ABCD thành 9 khối tứ diện (h.2). 
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3. 


Không thể ít hơn 6 lần cưa vì trong 27 hình lập phương được cưa ra, có 
hình lập phương “chính giữa” mà 6 mặt của nó đều phai cưa theo 6 lần 
khác nhau. 

4. Khối tứ diện đều có 4 mặt là tam giác đều. Ghép hai khối tứ diện đều bằng 
nhau (một mặt của tứ diện này ghép vào một mặt của tứ diện kia), ta được 
khối đa diện (W 6 có 6 mặt là tam giác đéu. Ghép thêm vào ẩ/% một 
khối tứ diện đều nữa, ta được khối đa diện có 8 mạt là các tam giác 
đều (h.3). 

Bằng cách như vậy, ta được khối đa diện có 2 n mặt là những tam giác đều. 




Hỉnh 3 

§2. Phép đôi xứng qua mặt phảng và sự bằng nhau 
của các khối đa diện 

5. Giả sử ( a ) là mặt phẳng đối xứng của tứ diện đều ABCD, tức là phép đối 
xưng qua mp(ỡf), ki hiệu D a , biến tập hợp ịA,B,C,D} thành chính nó. Vì 
D a không thể biến mỗi đỉnh thành chính nó (vì khi đó D a là phép đồng 
nhất) nên phải có một đỉnh, chẳng hạn A, biến thành một đỉnh khác, chẳng 
hạn B. Khi đó, (a) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB (hiển nhiên 
(à) đi qua c và£>). 

Như vậy, tứ diện đểu ABCD có 6 mặt phẳng đối xứng, đó là các mặt phẳng 
trung trực của các cạnh. 
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6 . 


Gọi / là trung điểm của AB thì mp ỢCD) là mặt phẳng trung trực của AB 
nên mặt phẳng đó chia tứ diện đều ABCD thành hai tứ diện bằng nhau : tứ 
diện AICD và tứ diện BICD. Gọi J là trung điểm CD thì mp(/AP) là mặt 
phẳng đối xứng của tứ diện AICD nên nó chia tứ diện đó thành hai tứ diện 
bằng nhau : tứ diện CAIJ và tứ diện DAIJ. Cố nhiên mp ỰAB) cũng là mặt 
phẳng đối xứng của tứ diện BICD nên nó chia tứ diện đó thành hai tứ diện 
bằng nhau : tứ diện CBIJ và tứ diện DBIJ. 

Chú ý rằng phép đối xứng qua đường thẳng // biến tứ diện CAIJ thành tứ 
diện DBỈJ nên hai tứ diện đó bằng nhau. 

Tóm lại ta có bốn hình tứ diện bằng nhau : CAIJ, DAIJ, CBIJ, DBIJ. 

7. (h.4) Phép dời hình / biến mọi điểm M 
nằm trên (P) thành chính nó. Với điểm 
A không nằm trên (P), ta gọi A' là ảnh 
củaA qua/. Khi đó, nếu M e (P) thì 
MA = MA'. Vậy (P) là mặt phẳng trung 
trực của AA', tức A' đối xứng với A qua 
(P). Vậy/là phép đối xứng qua mp(P). 

8. Phép đồng nhất e biến hai điểm M, N 
bất kì lần lượt thành M, N. Vì 
MN = MN nên e là phép dời hình. 

9. Giả sử phép dời hình /biến mỗi điểm A,B,C,D thành chính nó, tức ìầf(A) = A, 
f(B ) = B, f(C ) = c, / { D) = D. Ta chứng minh rằng / biến điểm M bất kì 
thành M. Thật vậy giả sử AP = /(M) và M' khác M. Khi đó, vì phép dời hình 
khồng làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm nên AM = AM', BM = BM', 
CM = CM', DM = DM', suy ra bốn điểm A, B, c, D cùng nằm trên mặt phẳng 
trung trực của đoạn thẳng MM', điều đó trái với giả thiết ABCD là hình tứ 
diện. Vậy M' trùng với M và do đó,/là phép đồng nhất. 

10 . Giả sử có hai phép dời hình/! và /2 đều biến các điểm A, B, c, D lần lượt 
thành các điểm A\ B', C', ữ. Nếu /ị và /2 khác nhau thì có ít nhất một điểm M 
sao cho nếu Mị =f\(M) và M 2 - / 2 ( 47 ) thì Mị và M 2 là hai điểm phân biệt. 
Khi đó, vì/! và /2 đều là phép dời hình nên A'Mị = AM và A'M 2 = AM, vậy 
A'M ! = A'M 2 , tương tự B'M X - B'M 2 , CMị = C'M 2 , D'Mị = D'M 2 , do đó 
bốn điểm A', B', C', D' cùng nằm trên mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng 
M]M 2 , trái với giả thiết A'B'C'D' là hình tứ diện. Vậy với mọi điểm M, ta 
đều cóf x (M ) =/ 2 (M), tức là hai phép dời hình /ị và /2 trùng nhau. 
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11. Giả sử (S) là mặt cầu tâm o bán kính R và/là phép dời hình bất kì. Gọi 
O' =f(0 ) và (<S') là mặt cầu tâm ơ bán kính R. Nếu M € (5) và/(M) = Af 
thì 0'M' = 0M = R nên M' e (5'). Ngược lại, nếu Af' e (5”) và M' = f(M ) 

thì OM = Ơ'M' = 7? nên A/ E ( s ). Như vậy, phép dời hình /biến mặt cầu (5) 
thành mặt cầu (£') có cùng bán kính. 

12. Ta có/04) = Á,f(B) = B. Giả sử điểm M thuộc đường thẳng AB và/(M) = M\ 
Khi đó, M' thuộc đường thẳng AB và AM = AM', BM = BM'. Suy ra 'Af 
trùng M, tức là /biến A/ thành chính nó. 

13. Vì / (A) = A, f (B) = B và/(C) = c nên/biến mp(A£C) thành mp(A£C). 
Bởi vậy, nếu M thuộc mp (ABC) và f{M) = M' thì M' thuộc mp (ABC) và 
AM = AM', BM = i?M', CM = CM'. Nếu M’ và M phân biệt thì ba điểm A, 
B, c cùng thuộc đường thẳng trung trực của đoạn thẳng MM' (xét trên 
mp (ABC)), trái với giả thiết ABC là tam giác. Vậy /(M) = M. 

14. a) Theo giả thiết/04) = B vàf(B) = C,/(C) = A. Bởi vậy /(M) = M khi và 
chỉ khi MA = MB = MC. Suy ra tập hợp các điểm M là trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. 

b) Theo giả thiết/04) = B,f(B) = A,/(C) = D. Bởi vậy f(M) = M khi và chỉ 
khi MA = MB và MC = MD, tức là M đồng thời nằm trên hai mặt phẳng 
trung trực của AB và CD. Suy ra tập hợp các điểm M là đường thẳng đi qua 
trung điểm của AB vầCD. 

c) Theo giả thiết/04) = B,f(B) = C,/(C) = D. Bởi vậy f{M) = M khi và chỉ 
khi MA = MB = MC = MZ). Suy ra tập hợp các điểm M gồm một điểm duy 
nhất là trọng tâm của tứ diện ABCD. 

15. a) Giả sử hai hình hộp 
chữ nhật ABCD.ABCD' và 
MNPQ . MNP Q có AB = MN, 

AD=MQ , AA' = MM' (h.5). 

Ta thấy rằng khi đó, hai tứ 
diện ABDA' và MNQM' có 
các cạnh tương ứng bằng 
nhau nên có phép dời hình / 
biến A, B, D, A' lần lượt 
thành các điểm M, N, Q, M'. 

Khi đó vì / biến tam giác ABD thành tam giác MNQ nên / biến điểm c 
thành điểm p. Cũng tương tự như thế,/biến B' thành N', biến D' thành Q' 
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và biến c thành P'. Vậy/biến hình hộp thứ nhất thành hình hộp thứ hai, 
do đó hai hình hộp bằng nhau. 

b) Hiển nhiên đường chéo của hai hình lập phương bằng nhau khi và chỉ 
khi cạnh của chúng bằng nhau, do đó theo a), hai hình lập phương đó 
bằng nhau. 


§3. Phép vị tự và sự đồng dạng của các khối đa diện. 

Các khôi đa diện đều 

16. Với mỗi điểm M, ta lấy Mị sao cho OMị = kOM rồi lấy điểm M' sao cho 
O'M' = k'0'Mị thì hợp thành của V và V ' biến điểm M thành điểm M\ 
Ta có : 

mĩ' = m x + M X M' = ÕMị -ÕM + 0'M' - 0'M[ 

= Õũ, - jÕMị + k'0'Mị - Õ% = (l - j]ÕM\ + (*' - l)0'M| 

Chú ý rằng vì kk' = 1 nên k' - ỉ, bởi vậy đẳng thức trên trở thành : 

~MM' = ^1 - j]{ÕM\ + W)') = ^ÕO' • 

_ ỵ - I -, 

Từ đó suy ra hợp thành của V và V' là phép tịnh tiến theo vectơ V = 00 '. 

17. Gọi (O ; R ) và (ớ' ; R ’) là hai đường tròn nằm trên hai mặt phẳng song 

song, với R * R '. Đặt k = thì k Khi đó, tồn tại hai điểm I và /' sao 
R 

cho 10' = kio và I'0' = -kl'0 . Dễ thấy rằng phép vị tự tâm /, tỉ số k và 
phép vị tự tâm /', tỉ số -k đều biến đường tròn (O ; R) thành đường tròn 

lơ ; /?’). 

18. Đó là phép vị tự có tâm là trung điểm của đoạn thẳng nối tâm hai đường 
tròn và có tỉ số vị tự k = - 1, đó cũng là phép đối xứng tâm. 
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19. Vì AB Ị Ị A'B' nên có số k * 0 sao cho AB - kA' B '. Ta chứng minh rằng 
khi đó, ta cũng có AC = kA'C ', AD = kA'D', CB = kC'B\ BD = kB'D', 
DC = kWc\ 

Thật vậy, hai tam giác ABC và A'B'C' có các cạnh tương ứng song song nên 
ta phải có các số / và m sao cho AC = IA'C' và CB = mC' B '. Khi đó : 
ÃỄ^kÃĨĨ' <=> Ãc -BC = k(Ã r C' - ĨTƯ') 

<^> IA'C' - mB'C' = kA'C' - kB C' 

<^> (/ - k)A'C' = (m- k)¥c\ 

Vì hai vectơ i4'C' và B'C' không cùng phương nên đẳng thức trên xảy ra 
khi và chỉ khi l - k = m - k = 0, tức là ỉ = m = k, vậy AC - kA'C' và 
BC = kBT'. 

Các đẳng thức còn lại được chứng minh tương tự. 

Xét trường hợp k = 1. Khi đó AB = A'B ', BC = B'C \... nên 
ÃA' = BB' = CC' = .... 

Suy ra phép tịnh tiến theo vectơ V = AA' biến tứ diện ABCD thành tứ diện 
A'B'C'D\ 

Nếu k * 1 thì hai đường thẳng AA' và BB' cắt nhau tại một điểm o nào đó. 
Khi đó, rõ ràng phép vị tự V tâm o tỉ số — biến tứ diện ABCD thành tứ 
diện A'B'C'D\ 

Vậy trong cả hai trường hợp nói trên, hai tứ diện ABCD vầA'B'C'D' đồng dạng. 

20. Gọi V là một phép vị tự tâm o tỉ số k (o là điểm bất kì), A^ịCịDị là ảnh 
của tứ diện ABCD qua V. Khi đó AịBị = kAB, BịCị = kBC , CịDị - kCD , 
DịAị = kDA , CịẨ! = kCA , BịDị = k BD . 

Vậy AịBị = A'B', B x c x = B'C' ,C X D X =C'D', D X A X = D' A ', C X A X = C' A ', 
B Ì D X =B'D\ 

Do đó tứ diện A'B'C'D' bằng tứ diện AịBịCịDị , suy ra hai tứ diện ABCD và 
A'B'C'D' đồng dạng. 

21. Khẳng định đó không đúng. Theo bài 4, ta có thể ghép 9 khối tứ diện đều 
bằng nhau theo nhiều cách khác nhau để có được một khối đa diện có 
20 mặt là tam giác đều. 
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§4. Thể tích của khối đa diện 

22. Giả sử (M là khối hộp có tâm / và ( a ) là mặt phẳng không đi qua /. Ta 
phải chứng minh rằng ( a ) chia (M thành hai khối đa diện (M x và ó %2 có 
thể tích không bằng nhau. 

Ta gọi {tí) là mặt phảng đi qua / và song song với {tí). Khi đó, ( a ') chia 
<M' thành hai khối đa diện <M\ và <M Vì / là tâm của <M nên phép 
đối xứng tâm I biến <M 'J thành <M' 2 . Vậy hai khối đa diện <M\ và 

<M\ có thể tích bằng nhau và bằng J, trong đó V là thể tích của (Mi 

Cố nhiên phần của <M nằm giữa hai mặt phẳng song song ( a) và {tí) có 
thể tích khác 0 nên thể tích của <M X và <M 2 không thể bằng nhau. 

23. (h.6) 

a) AB IIA X B X => AB II (AịBịD) 

=> d{A,{A x B x D)) = d{AB,A x D). 

Ta có AịBị 1 {AíA x D x D) 

=> AịBị 1 AK. 

Mặt khác AịD _L AK, suy ra AK X (AịBịD). 

Vậy AK = d{A,(A x BịD)) = d(AB,A { D ) = 2. 

b) Xét tam giác vuông AịAD, ta có : 

AK 2 = A { K.KD. 

Đặt A X K = X => 4 = x(5 - x) => X 2 - 5x + 4 = 0 => X = 1 hoặc X = 4. 

Với X = 1, AD = 4aK 2 + KD 2 = 2V5, AAị = yjA X D 2 - AD 2 = V 5 . 

Khi đó VABCD.AịBịCịDị - 20V5. 

Với x = 4, tương tự ta có : Vabcd.a^d, = 10>/5. 
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24. (h.7) Giả sử CK = X, ở đây AK là đường cao của tam giác đều ABC. 

Từ định lí ba đường vuông góc, ta có A X K 1 BC. Từ đó ẤKA X = 30°. 

Xét tam giác vuông AịAK, ta có a 

AịK = AK : cos30° = =^- t \Ĩ;X. . 

V 3 

mà = X yỊ3 nên A X K = 2x, \ \ ' 

A X A = AKim30 ữ = xS.^Y = X. 

Vậy = CK.AK.AAị = X 3 v5. ^ 7 C 

Nhưng S A)fiC = = 8 nên x.2x = 8 => X = 2. 

Vậy ^ABC.AịBịCị = 8^3. 

25. (h.8) 

Hình lăng trụ đã cho là hình lăng tru Ổ 1 _ 

đứng nên các cạnh bên vuông góc với A >ỵ s ỵ \\ Đ Xy , 

đáy và độ dài cạnh bên bằng chiều cao 1 ^ Ị~v 

của hình lăng trụ. Từ giả thiết ta suy ra : j \ / 

C^C = 45°, ĩụĨB = 60° k' \ 

Từ đó suy ra 

AC = CC| = 2, BD = 2cot60° = -L. 4 Hình s Đ 

v3 


Áp dụng định lí hàm số côsin ta có : 

BD 2 = AB 2 + AZ) 2 - 2AB.AD.cos45°, 

AC 2 = DC 2 + AD 2 - 2DC. AD cosl35°. 

Từ đó ta có : BD 2 - AC 2 = -AB.ADslĩ + DC.AD.(->I2) = -2y/2AB.AD 
=> 4 - 4 = -2\Í2AB.AD AB.AD = —= -4= . 

3 3.2V2 3V2 

V/iBCD.ytịổịC]^! = AB.ADsm45°.AA l = = 4 . 
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26. (h.9) HạAịHl AC (H e AC) (*). 

Tam giác A X BD cân (do AịB = A X D) 
suy ra BD LA x O. Mặt khác BD _L AC 
=>BỠ1 (. A x AO ) => BD _L A X H (**). 
Từ (*) và (**) =>AịH 1 (ABCD). 

Đặt A x AO = Ta có hệ thức : 

a 

cos a = cos (p. cos—. 



A K D 

Hình 9 


Thật vậy, hạ AịK 1AD => HK 1 AK (định lí ba đường vuông góc) 


' cosơ.cos — = -~Ta •~Ttt = A* 
Y 2 AAị AH AA X 


Từ đắng thức trên ta suy ra : cos (p =-. Do đó 

COSy 



27. (h.10) Kẻ AH 1 (ABCD) (H e (ABCD)), 
HM±AD(Me AD ), (K e 

Theo định lí ba đường vuông góc, ta 
có AD J_ A'M, AB-LAK 

=> AMH = 60°, ẤS = 45 0 . 

Đặt Ẩ7/ = X. Khi đó 

A'M = X : sinóo 0 = -^ỉ, 

73 



//ìn/ỉ /ớ 
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nhưng HK = xcot45° = X, 

1 3 - 4x 2 Ịĩ 

suy ra X = Ỷ 3 =>X = )JỶ’ 

Vậy Vabcd.a'B'C'ơ - AD-AB-X = '/ĩ-^/ĩ-yịy- = 3. 


28. (h.l 1) Ta dựng khối hộp ABCĐ.A 1 B l C ỉ D 1 . 

Khi đó : 

Vabc.AịBìCị = 2^ ABCDA \ B Ỉ C Ì D Í ' 

Mặt khác : 

^ABCD.AịB^ịDị — ^ABBịAị ‘h ’ 
ở đây /ỉ = ddCDDịC^XABBịAị)) 

= ưccCpC^iA))- = 7 

và e _ = 4 

va ò ABBịA ] - T* 

Vậy v^c.^.c, = |.4.7 = 14. 

29. (h.12) 

Hạ AịẤ’ _L Ấ5 (với K e Ấfl) thì 
AịK _L (ABC). Vì AịAB nhọn nên K Aỉ 

thuộc tia AB. 

Kẻ KM i. AC thì AịM 1 AC (định lí ba 
đường vuông góc), do đó AịMK = 60°, 

Giả sử A,K = X, ta có 

AM c 





Mặt khác, MK = AiK.cotóO 0 = 


s 


, suy ra 
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Vậy ^ABC.AịBịCị ~ $ABC- A \ K = -^AC.CB.AịK = 

30. Cdc/z 7. (h.13) 

Giả sử khối lăng trụ A x A 2 ...A n .Á x Ả 2 ...Ấ n 
có thiết diện thẳng là BịB 2 ...B n . Ta có thể 
lấy B x ,B 2 ,...,B n sao cho các đoạn thẳng 

B x A x ,B 2 A 2 ,...,B n A n đều lớn hơn AịẤị. 

Tịnh tiến khối đa diện BịB 2 .. ,B n . AịA 2 ... A n 
theo vectơ V = A X Á X , ta được khối đa 

diện B x B 2 ...B n .Ả x Ả 2 ...Á n . Hai khối này 
rõ ràng có thể tích bằng nhau (do chúng 
bằng nhau) và có phần chung là khối đa Hình 13 (với n = 3) 

diện A ỉ A 2 ...A n .B' ỉ B' 2 ...B' n . Do đó, thể tích khối lăng trụ A Ỵ A 2 ...A n .Ả x Ả 2 ...Ả n 
bằng thể tích khối lăng trụ đứng B x B 2 ...B n .B[B 2 ...B' n . 

Vậy nếu gọi V là thể tích của khối lăng trụ đã cho thì 



V 7 ^B ] B 2 ...B n -BA - S B l B 2 ...B n - A Ả 
(BịBị = AịA[ vì B X B[ = AịA[ = v). 
Cách 2. (h.14) 

Hạ Ẩ X H L(A x A 2 ..A n ) thì À X H bằng 
chiểu cao h của khối lăng trụ. 

Khi đó góc giữa mặt phẳng chứa thiết 
diện thẳng B x B 2 ...B n và mặt phẳng đáy 
của khối lăng trụ bằng góc giữa hai 

đường thẳng A X À X và Á X H . Gọi góc này 
là athì h - Ả X H = A X À X cos a. 



A 2 

Hình 14 (với n = 3) 


Ta có thiết diện thẳng B X B 2 ... B n là hình chiếu của đa giác đáy A x A 2 ...A n 
trên mp (B x B 2 ...B n ). 'Vậy thổ tích của khối lăng trụ là : 
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Ta có EH 1 PịP, mà PịP = ( a ) n (SA5), ( a ) 1 (SAB) nên suy ra 
EH 1 (SA#) =^> EH 1 SH. Mặt khác SH 1 P X P SH ± (CDPịP) nên S7/ 
là đường cao của hình chóp S.CDPyP. Tam giác SKE cân đỉnh s và có góc 
ở đỉnh bằng 60° nên nó là tam giác đều. Vậy H là trung điểm của SK, suy ra 

PP ] =ịAB = ịKE=ịsE = ị. 6 = 3. 

Ta có 


V S.CDP,P = ịs CDPiP .SH = \\{CD + P Ì P).EH.SH 


= I( 6 + 3)^.3 = 


33. (h.17) 


Giả sử o là tâm của tam giác đều ABC. 
Khi đó SO 1 (ABC) và SO = h. 

Gọi K là trung điểm của AB. Đặt AK = X. 
Khi đó 5K = xcotộ?, OK = X tan 30° = -^=- 

SỈ3 

2 

A 2 = Sí: 2 - OK 2 = y (3cotV - 1) 

„2 _ 3fc 2 

=> X =-— - 

3cot ộ? -1 
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B 

Hình 17 


Ta có S ABC 


AB 2 sin 60° 


= x 2 \fĩ, suy ra 


Vs.ABC - 2 S ABC- h - 



h 3 yj 3 

3cot 2 #? -1 


34. (h.18) Ta có BC 1 AC nên BC ± sc (định 
lí ba đường vuông góc), suy ra góc SCA 
là góc giữa hai mặt phẳng ( SCB ) và 

(ABC). Đặt SCẰ = X ío < a: < . 


Khi đó : SA = ớsinr, i4C = acosx. 


s 



c 

Hình 18 
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ữsinx a 2 cos 2 X a 3 . 2 

— -z —.--—- = -T-sinxcos X. 

5 1 o 

2 


Xét hàm số y(jr) = siiưcos X. 

Ta có y'(x) = cos 3 x - 2cosx.sin 2 jf = cosjt(cos 2 JC -2 + 2cos 2 x) = 


Vì 0 < X < -ị nên cos* 


Gọi a là góc sao cho cos a 


X - 2cosx.sin z jf = cos;t(cos 2 jir -2 + 2cos 2 x) = 
a:(3cos 2 jc - 2) = 3cos*|^cosx - ^Ị-^cos* + 

Ịcosi+^IỊ 


■ễ* 


> 0 . 


<a< 2- 


Ta có bảng biến thiên của hàm y(jf) = siiư.c 


0 


y\x)Wầ 

y(x) H 




Vậy V S ABC đạt giá trị lớn nhất khi X = a với 0 < a < -ị và cosa : 

35. (h.19) Giả sử o là tâm của hình vuông s 

ABCD. Khi đó SO 1 (ABCD). Gọi EH là 
đường trung bình của hình vuông ABCD 
(E 6 AD, H e BC ). Vì AD II BC nên 
AD II (SBC), do đó 

d(A,(SBC)) = d(E,(SBC)). 

Kẻ EK 1 SH. Dễ thấy EK 1 (SBC) suy ra 
EK = d{A,(SBC)) = 2 a. 

Ta có BC 1 SH, BC _L OH => SH0 là 
góc giữa mặt bên (SBC) và mặt phẳng 

đáy. Đặt sĩĩò = J^0 < X < Khi đó : 



EH = -Ễrr * OH = 77tt, so -- 
sinx sin* 


sin* 


a 

cosx" 


3-BTHH 12-NC-A 
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* 3cosxsin 2 x 

Từ đó V SABCD nhỏ nhất khi và chỉ khi y(x) = cosx.sin 2 x đạt giá trị lớn 
nhất. Ta có 

/(■*) = -sin 3 X + 2sinxcos 2 X = sinx(2cos 2 X - sin 2 x) 

= sin *( 2 - 3sị n 2 x) = 3sinx|yĩ - sinxỊỊ^I + sinxj. 

Vì 0 < X < J nênsinxỊ^J^ + sinxj > 0. 

Gọi a là góc sao cho sin a = yỊỈ, 0 < a < Y 

Ta có bảng biến thiên của hàm số y(x) = cosx.sin 2 x : 

X 0 a ~ 

_____ ___ 2 

y'(x) ^ + õ - [~ 

y(x) “ 

v ậy V S.ABCD đạt giá trị nhỏ nhất <=> X = a với 0 < a < ~ và sina = 

(h.20) 

AB là hình chiếu của SB trên mp(A5C) “L. 

nên SBA = a. Dễ thấy BD 1 (SAD) nên 

hình chiếu của SB trên mp(SAD) là SD rVV 

=> BSD = p. \ \ \. 

Do SAB và SDB là các tam giác vuông - - hÌ\-_ 

nên ta có SB = - , SB = SU y ra 

sin p cosơ u 

AL Ị 2 _ B ° 2 _ ~ BD 2 _ a 1 Hình 20 

cos 2 sin 2 /? cos 2 ớ - sin 2 /3 cos 2 « - sin 2 p 

=s RD - _ asin ^_ 
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SD = BDco\.p = -==2Ể==,- 
ycos 2 a - sin 2 p 

SA = VsD 2 - AD 1 = asina . 

a/cos 2 « - sin 2 y? 

v ậy : V S.ABC = 2$ABC-SA 

* _ 1 asin/3 asina 

3 yJcos 2 a - sin 2 p ly/cos 2 a - sin 2 Ị3 
a 3, sin a. sin p 
3(cos 2 a — sin 2 P) 

37. (h.21) Ta có 

V ACB'D' =V- ( V A.A'B'D ’ + V C.C'B'D ' + V B'.ABC + V D'.ACD ) 

Các khối chóp A.AB'D\ C.CB'D\ 

B'.ABC và Ơ.ACD có diện tích đáy c 

bằng một nửa diện tích đáy của khối ^ /\ 

hộp và đều có chiều cao bằng chiều 
cao của khối hộp nên chúng có thể 
tích bằng nhau và cụ thể, mỗi khối đó 

có thể tích bằng — V. 

Vậy:»W = v-4Ỉv = Iv'. 

38. Cách 1. 

Dựng hình hộp AEBF.MDNC (gọi là 
hình hộp ngoại tiếp tứ diện ABCD) (h.22). 

Vì (AEBF) // (MDNC) nên chiều cao 
của hình hộp bằng khoảng cách d 
giữa AB và CD. 

Theo bài 37 ta có : 

Vabcd - 3H1ỘP = 2 S MDNC' d 

= —MN.CD sin a.d = ^AB.CD.dsina 



A' B' 


Hình 21 
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Cách 2. (h.23) 

Dựng hình bình hành ABCE. Khi đó : A 

Va.bcd = Ve.bcd (đo AE // (BCDỴ) (1) 

V E.BCD = Vb.ecd (2) 

V B.ECD = \s ecd ABẮCDE)) (3) 

$ecd = ^EE.CD. sin ECĐ 

= ^AB.CÙsina (4) 

Hình 23 

d(B,(CDE)) = d(AB,CD) (do ABII (CDE)). (5) 

Từ(l), (2), (3), (4), (5) suy ra: 

Vabcd - 6 AB.CD.d sin a. 

39. (h.24) 



Ta có AB' 1 SB, AB' 1 CB (do CB 1 (SAB)) 
=> AB' _L (SBC) =4> AB' 1 sc. (1) 

Tương tự AD' JL sc. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra sc _L (ẢB'C'Ơ) 
=>SC1AC\ 

Do tính đối xứng, ta có 

V S.AB'C'D' = 2Vs.AB'C'’ 

Ta có : 


s 



B c 

Hình 24 


V S.AB'C' = SB' SC' SB\SB sc.sc 
V S.ABC SB SC ~ SB 2 ’ sc 2 

= &c_ 4aỊ_ 4 a 2 8 

” SB 2 sc 2 ~ 5a 2 6a 2 - 15' 

,, _ la 2 , _ « 3 — 8 a 3 

‘ 3 2 " y ^ ' / 5.AB'C' “ Ĩ5 ’3“ “ 

^ _ lóa 3 

V SAB'CƠ - “45”' 


8a 3 

45 
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A 


40. (h.25) Dựng tứ diện APQR sao cho B, c, 
D lần lượt là trung điểm của các cạnh 
QR, RP, PQ. 

Ta có AD = BC = —-PQ mà D là trung 

điểm của PQ nên AQ _L AP. 

Chứng minh tương tự, ta cũng có AQ1AR, 
AR 1 AP. 

Dễ thấy 



Hình 25 


V ABCD - 4 V APQR = --^AP.AQ.AR (*) 

Xét các tam giác vuông APQ, AQR, ARP, ta có 

AP 2 + AQ 2 = 4c 2 , AQ 2 + AR 2 = 4 a 2 , AR 2 + AP 2 = 4 b 2 . 

Từ đó suy ra : 

AP = V2.V-a 2 +i 2 +c 2 ,/ie = Jĩ4ã í - í, 2 + c 2 , 
AR = ypĩ Va 2 + 6 2 - c 2 . 


Vậy từ (*) ta suy ra : 

Vabcd = + ĩ 2 + P)V - ố 2 + c- 2 ).(« 2 + ~b 2 - c 2 ). 


41. (h.26) Cức/ỉ 7. 

AC // i4'C* => AC // (BCA'). Gọi / là 
trung điểm của AC thì 

d{AlBC'A')) = dựịBCA')). 

Gọi /' là trung điểm của A'C’ thì rõ ràng 
BF _L A'C\ mặt khác //' _L A'C' nên 

A'C' 1 ( IBT ). 

Vậy khi ta hạ m 1 Bỉ' thì A'C' ± IH. 

Từ đó suy ra IH 1 {BCA'), tức là 
d(A,(BC'A')) = IH. 
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s. 

Ta có : ,H = !*" = ^JlL = 

^ a2 +4A 2 

^BCA' - 2 BrCA ' = 2y4 — h 2 ' a ~ ^^ứ 2 + 4/í 2 


+ 4/r 

Vậy w = ị\a4ĩK^-. ' Ỷ* = 

V3ứ 2 + 4/z 2 12 

Các'/? 2. V ABCA < = V B .AA'C =2 y B.AA'CC = 2‘J - v ABC. A'B'C' 




1 ứVặ _ ạ 2 Vã 


Aổc- Ỷ’“"4 ^ “ ' 


12 


42. (h.27) 

M5 1 AM, M£ 1 SA 

=> MB 1 (SAM) => MBLAH , (1) 

Sfl±(AAr//)=>SflJ_A//. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra A// _L (SMB) 

=>AH±SM, AH _L HK. 

Vs.AHK = = ị AH.KH.SK. 

Vì SẢ' cố định nên : 


S 



V S.AHK max <=> ( AH.KH ) max <=> (AH 2 .KH 2 ) max <=> AH 2 = KH 2 = -*Ị 2 

2 

(vì AH~ + HK 2 = A/C 2 không đổi). Vậy ta chỉ cần xác định vị trí điểm M 

ry AỊ ( 2 

thoả mãn điều kiện AH - —ị — (*) 

2 

Đặt MAB = X, SA = h, AB = 2 R. Ta có 


ak 2 = M 2 .Ạg 2 = 4 /? 2 /i 2 

SB 2 ” 4/? 2 + h 2 ’ 

AM = 2/?cosx, 

A// 2 ■= ^ 2 .AM 2 = ^h 2 R 2 cos 2 X 
SM 2 h 2 +4R 2 cos 2 x 
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2 h 1 

Từ (*) ta suy ra : cos X = -r—-— < 77- 

2(h 2 + 2R 2 ) 2 

Từ đây ta xác định được X, tức là xác định được vị trí điểm M (có hai vị trí 
của điểm M). 

X 72 ^ ^ 

Từ cos 2 A' < ị suy ra cosx < 2 ~ = cos 45° => A > 45° => BM > AM. 

43. (h.28) Dễ thấy AC\ B'D' và so (o = AG n BD ) đồng quy tại / và I là trung 
điểm của SO. 


Kẻ OC' H AC. Dễ thấy sc = C'C" = C"C. 
SC' 1 

Vậy = 4- Ta có 
‘ y sc 3 

V S.AB'C SB' sc 1 1 1 

Vsabc ~ SB sc~ 2-3 6 

^ V S.AB'C _ _L 
Vs.ABCD 12 

Chứng minh tương tự, ta cũng có : 

Vs.ACD' _ J_ 

Vs.ABCD 12 


5 



Hình 28 


Yây V S.AB'C'D' _ Vs.AB'C + ^S.ACD' _ 1 
Vs.ABCD Vs.ABCD 6 

44. (h.29). Giả sử đường thẳng MN cắt CD và BC lần lượt tại K và /. 


Dễ thấy : CK = ịcD, C1 = ịcB, 

s 

dự,(ABC)) = ịd(S,(ABC)). 


V P.C 1 K = ịịci.CKsin/CK.d(P,(ABC)) 


= ị.ị.ịcB.ịcDúnBCD.ịd{S,(ABO) 



= ^ịcB.CDsinBCD.d(S,(ABC))j A 

9 7 

=> ^P.C/ả: = Ỵ^S.ABCD- Hình 29 
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Ta có : 


Vị.bem _IB ỈE im 1111 
V I CPK IC IP ỈK 3 ’ 2 ‘ 3 18 

^ Vị.BEM - Yg Vl.CPK - Yg Vp.CIK - 32 Vs.ABCD- 

Tương tự, ta cũng có V KNDF = — Vp.ciK = 22 ^ 5 . ABCD’ 

Vậy nếu gọi V 2 là thể tích của phần khối chóp giới hạn bởi mp (MNP) với 
mặt phẳng đáy thì: 

v 2 = Vp.CIK - ( V I.BEM + Vk.NDE ) 

_ 9 ĩ7 . f 1 ' l v 'ì 

- Ĩ6 V S.ABCD ~\ỹ2 V S.ABCD + 32 V S.ABCD J 

9 1 1 

= Ĩ6 Vs.ABCD ~ Y 5 Vs.ABCD = 2 V s.abcd • 

Vậy phần còn lại, tức là phần của khối chóp nằm trên mp (MNP), có thể 

tích V Ị cũng bằng ịv S ABCD . Do đó Vị = v 2 . 

45. (h.30) Kẻ MN ỊỊ CÒ (N e SD) thì hình thang ABMN là thiết diện của khối 
chóp khi cắt bởi mip(ABM). Ta có 


V S.ANB _ SN _ 1 ^ T/ _ 1 1/ 

- ~SD - 2 => SANB - r SADB - 


ạVs.ABCD- 


Vs.BMN .. SM SN _ 111 

Vs.BCD sc SD 2 2 4 s 



c B 

Do đó • Vs.ABMN _ 3 Hình 30 

Vabmncd 5 
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46. (h.31) 


a) Đường thẳng EF cắt A'D' tại N, cắt A'B' tại M, AN cắt DD' tại p, 
AM cắt BB' tại Q. Vậy thiết diện là ngũ giác APFEQ. 


b) Đặt V = V Ai 

: V, 


¥ l 


Vo 


ABCDC'QEFP- 

V A 


2 - v AQEFP.B'A'D' 

^3 = V AMA ' N , 

^4 = V PFƠN , v 5 = v c 


Dễ thấy v 4 = v 5 


QMB'E 
(do tính đối 


xứng của hình lập phương), 


■■V -Vo = a 



v 3 = ịAA'.A'MA'N = 

^ị™*6T2'2 


-2V, 


Mặt phẳng (AEF) chia khối lập phương thành hai phần lần lượt có thể tích 


là Vĩ 


. 47 3 
: 72 ’ 


25a J 

72 


, v ậ y:ặ = ^ 
ụy v 7 25 


47. (h.32) Kéo dài MN cắt AB tại /. Kẻ 
MD song song với sc (D e AC ). 
D/ cắt cz? tại E. Vậy tứ giác 
MNED là thiết diện của khối chóp 
khi cắt bởi mp {a). Ta có 

Vạ.mdi = AM AD AI 
V A .SCB AS AC AB 
_ 2 2 4 16 

" 3*3*3 “ 27 

27 
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[ bi = MJ,MJ = I AB => BI = ỊịAB.AI = . 

Ylsm !1 /iV /£ _ 1 1 1 L 

Vị AMD IAIMID' 4'2'2 _ 16 
^ V Ỉ.BNE - Ỵ^A.MDỈ = 27 Vs.ABC' 

Gọi V] = Vamd.bne » ^2 là phần còn lại thì 

^1 = Va,MDỈ - Vị.BNE - 27 Vs.ABC = gV SABC 
nên v 2 = ^S.AAC - ^1 = gVs.ABC ỊT = 4 • 

48. (h.33) 


Gọi ớ = ACn 5D, ớ' = /TC' n £'£>'. 

Do Z)D’ II 00' nên dễ thấy 

d(D', (ABC)) _ Dư d(D,(A'B'C )) DD' 
J(ơ', {ABC)) ~ oo ” d^U^C')) ~ ỠỠ 7 ’ 


Vậy : 




VỊr 

V/ 


^ = 

D.A'B'C' - ~QQ' V O.A'B'C' I 


(iy 



Đặt h = d(BB',(ACC'A')). Tâcó h = d{B,(ACCA')) và 


Vơ.ABC - Vb.ơac - 3 h-SơAC* (2) 

Vo.ABC = Vff.OA'C' = 3 h ’ S OA'C- (3) 

Đặt úf = d(AA',CC) thì S Ỡ . AC = 5 ƠA . C = ịỡơ'.d (4) 


(So'AC - ^ỡơ’ + ^cơơ’ - 2 ^ơỡ'(ú?CA,ơỡ') + d(C,00')) = ~00\d ; tương tự 

$0A'C = 2^0'.^). 
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Từ (2), (3), (4) suy ra Vq' ABC - V 0A ' B < C . (5) 
Từ (1) và (5) ta suy ra : V Ữ ABC = V DAffC . 
49. (h.34) Gọi M là trung điểm của BB'. 

Ta có A'M Ịị KC nên 
d(CK, A ' D) - d{CK, (A ’ MD )) 

= d(K,(A' MD)). 

Đặt d(CK,A'D) = X. Ta có 


/ 


V A'MDK - Vk.A'MD - 3 Sa'MD- X - ( 1 ) 


Mặt khác V A \MDK - Vm.adk 
= ụ xDK .d(M,(ADK)) = = ị. 

.. „ a 3 

Từ (1) và (2) suy ra : S AMD .X = —. 

Hạ DI _L A'M => AI 1 A'M 

o 2ứ 

=> A/. 4’M = AA'.d(M, AA') = a => AI = 


=> DI 2 = DA 2 + A/ 2 = ứ 2 + -3- = => D/ = 

5 5 V5 

_ 1 _ 1 3ứ ớV5 3ư 2 

Vậy 5 a - mữ - —DI.AM - - ~Ã~' 

Từ (3) và (4) suy ra X = y 

50. (h.35) Khối tứ diện ABCD được phân / 

chia thành bốn khối tứ diện OBCD, y/ 

OCAD, OABD, OABC. Từ đó dễ b4ự ==: 

thấy rằng : 


J_ Vọ.CAD _ _L 
hA VáRrn hfí 


/ \\u. 

/ ! \fiA 

ZZZZị4Ặ zz 
" u r \ '1 


43 






Vọ.ABD _ Vọ.ABC _ r 

Vabcd h c Vabcd h D 

Suy ra : 

V O.BCD + V 0.CAD + V O.ABD + Vọ.ABC _ r f_Ị_ + J_ + J__ + 1 ì 

l h A h B h c h D J 
=> ^íỄCe. = r í± + J_ +J_ + J_ì 

Vabcd 1*4 * B h c h D ) 

1 1111 

=> “ - T + T-1- T-•" T—• 

r h A h B h c h D 

51. Gọi hình lăng trụ đều đã cho là Q%f Khi đó, dễ thấy tổng các khoảng cách 
từ một điểm nằm trong đến hai mặt đáy của nó luôn bằng chiều cao h 
của <M f 

Giả sử I là một điểm trong nào đó của Dựng qua I một mặt phẳng ( p ) 
vuông góc với cạnh bên của G%?, ta được thiết diện thẳng A ỉ A 2 ...A n của 
Khi đó, Aị A 2 ...A n là một đa giác đều bằng đa giác đáy của (do là 
lăng trụ đều). 

Từ / ta kẻ đường ỈH X 1 y4jA 2 , m 2 1 A 2 A 3 , 1 A n A ì . 

Do thiết diện thẳng vuông góc với các mặt bên nên từ đó dễ dàng suy ra : 
IHị, ỈH 2 ,..., IH n lần lượt vuông góc với các mặt bên của hình lăng trụ. Đặt 
IH J = hj, IH 2 - h 2 , ..., IH n = h n và a là độ dài cạnh đáy của lăng trụ. Gọi s 
là diện tích một mặt đáy thì s cũng là diện tích của AịA 2 ...A n . Vậy 

s = ịahỊ + ịahn + ... + ịah„ = ịa(h t +h 1 +... + h„) 

2 s 

=>h ì +h 2 +... + h n =—' 
a 

Vậy tổng các khoảng cách từ I đến các mặt của lăng trụ là không đổi. 
2S 

Tổng này bằng h + —• 
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52. (h.36) 

a) Trong mp (AA'C'C), dựng đường thẳng 
qua A vuông góc với CA' lần lượt cắt CA' 
và CC' tại I và M. 

Vì AC = \Ịa 2 + b 2 < c nên IC < IA', do 
đó M phải thuộc đoạn CC'. 

Bây giờ ta tìm giao điểm N của ( p ) và 
BB'. Dễ thấy AN 1 BC, AN ± CA 

=> AN ± A'B. Vậy để tìm N, ta kẻ qua A 
(trong mp (A'B'BA)) đường thẳng vuông 
góc với A'B cắt B'B tại N. 

Vậy thiết diện là tam giác AMN. 


B' 



b) Ta có : V AAMN = V MAAN = V M AAB = V C AAẼ = ị abc 

(do NB//AA',MC//AA'). 

Mặt khác : 

\ỉ ...... _lc A'T c _ ^A\AMN Q bc 

y A.AMN y ò AMN- Al ^ ^AMN -- - ~2ĂĨ' 

Xét tam giác vuông A'AC ta có : 


A'ỈA'C = AA' 2 = c 2 => AI = 


Vậy S A 


aby[< 


c 2 _ c 2 

A ' c Va 2 + 6 2 +c 2 ' 


+ r + c z 
2c 


53. (h.37) 

a) Gọi N là giao điểm của MA và BC. 
Khi đó s, A', N thẳng hàng vì chúng 
cùng nằm trên giao tuyến của hai mặt 
phẳng (SBC) và (SA, A'M). 

Gọi MM J và AAị là các đưòfng vuông 
góc hạ từ M và A xuống mp(SZ?C) thì: 

MM X _ MN_ _ MA^_ 

AAị ~ AN ~ "&T’ 


s 
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Vây Vm - ks = YmMS = 3 5 flCS- MM l = MM± = 

Vs.ABC Va.bcs le 44 AAị sa 

b) Chứng minh tương tự như câu a), ta có : 

.CAS _ MB' Vm.abs _ MC' 

Vs.abc SB v s ABC sc 

Vậy: 


+ ME. + MC _ ^A/.ACS + ^M.CAS + ỴmABS. V S.ABC _ 1 

SA SỔ sc Ks.ASC ^S.ABC 


54. (h.38) 

a) Dễ thấy các tam giác ABC, ACD, 
ABD, BCD đều có diện tích bằng nhau 
và bằng nửa điện tích s của hình bình 
hành ABCD ; các hình chóp S.ABC , 
S.ACD, S.ABD, S.BCD có chiều cao 
bằng nhau và bằng chiểu cao h của hình 
chóp S.ABCD. Vậy 

Vs.ABC = Vs.ACD - Vs.ABD = Vs.BCD 


s 



_ Vs.ABCD _ X 
2 2 ' 


bì Ta có • ^s.KLM SM Vs.KMN _ SK SM SN 

; V SASBSC’ V ~SA'SC'SD 

2 2 


Vsjhjwv = SKSLSM SKSM SN_ 
V SASBSC + SASCSD' 
2 

Tương tự 


v s.ifiMW _ SL SM ẮW SL SN SK 
v_ SB' sc ' SD + SB’ SD' SA' 
2 


( 1 ) 


( 2 ) 
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Từ (1) và (2) suy ra 

Sỉ£ SL SM 57V _ SL SM SĨF SL SN SK 

SA’ SB' sc + SA ’ sc ‘ SD ~ ĨB’~SC ’Jd + SB ‘~SD ’^Ã’ 

SA SB sc SD 

Nhân hai vế với -^r ■ ££ • ’ ta được đẳng thức phải chứng minh. 


jf Ôn tạp Chương I 

Bài tập tự luận 

55. Với mỗi điểm M bất kì khác /, ta gọi M' là ảnh của M qua/, khi đó M và 
M' không trùng nhau. Vì hợp thành của /với chính nó là phép đồng nhất 
nên / biến M' thành M, vậy / biến đoạn thẳng MM' thành đoạn thẳng M'M. 
Từ đó suy ra / biến trung điểm của đoạn thẳng MM' thành chính nó và vì 
vậy, theo giả thiết, trung điểm của MM' phải là điểm I. Vậy /là phép đối xứng 
qua tâm /. 

56. Các cạnh bên của hình chóp cụt đều phải đồng quy tại một điểm, ta gọi 
là s. Giả sử một cạnh bên của hình chóp cụt là AịA 2 với Aị là đỉnh của 
mặt đáy Đị và Ẩ 2 là đỉnh của mặt đáy Đ 2 . Khi đó, phép vị tự tâm s tỉ số 

k = SÀ sẽ biến £)ị thành Đ 2 . (Chú ý rằng kết quả này đúng với mọi hình 
chóp cụt bất kì, không cần phải là hình chóp cụt đều). 


Trong trường hợp các mặt đáy Đj và Đ 2 là các đa giác đều có số cạnh là 
số chẵn, ta còn có thêm một phép vị tự thứ hai được xác định như sau : Gọi 


O l và 0 2 lần lượt là tâm của Đị và Đ 2 
và S' là điểm sao cho S'0 2 = -kS'O l , với 

k = Khi đó, dễ thấy phép vị tự tâm 

S' tỉ số - k sẽ biến Đị thành Đ 2 . 

57. (h.39) Gọi độ dài cạnh của khối bát diện 
đều là b. Khối bát diện đều có thể phân 
chia thành hai khối chóp tứ giác đều mà 
các cạnh bằng b : M.FKNỈ và E.FKNL 
Gọi MO là đường cao của khối chóp 
M.FKNI thì ON bằng một nửa đường 



chéo của đáy. 


Hình 39 
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Ta có : 


MÓ 2 = MN 2 - ON 2 =b 2 - = Y 

=>M0=ẹ. 

,, 1. 1 ,2 , V2 _ b 2 'Jĩ 

Vm.fkni - ĩ^SpKNi-MO - .b 2 - g 


Như ta đã biết, b bằng một nửa đường chéo của một mặt của khối lập 

n ,, , gyã . ,, _ J wrf & = i_ 

phương ngoại tiếp. Do đó b - -ỳ- và V MiFA:w = Ị^-ỳ-J *^“ = Ĩ 2 * 

Vậy thể tích khối bát diện đều là : 

y = 2 V M.FKNI = “g~‘ 


58. (h.40) 

a) Ta có 5M ± AM (vì M nằm trên 
đường tròn đường kính AB ) và 
BM 1 SA (do SA 1 (/*)), suy ra 
BM J_ (SAM) => BM _L AH. 

Mặt khác AH 1 SM , suy ra A//1 SB. 
Theo giả thiết, ta lại có AK -L S5. 

Vậy 55 1 (A7/A). 

b) Vì SB J_ (KHA) nên SB 1 A/, mặt 
khác SA _L AI nên AI _L AB, mà AI thuộc 
mp(P), suy ra AI là tiếp tuyến của đường 
tròn đã cho tại điểm A. 

c) Cách ỉ. Ta có : 



V S.KHA _SKSH SK.SR SH.SM SA 4 
Vsbma - SB SM - SB 2 ■ SM 2 SB 2 .SM 2 

_ (2 «) 4 _ 2 j ? 2 1 

~ (4 R 2 + 4R 2 ).(4R 2 + AM 2 ) 4R 2 + 4R 2 cos 2 a 2(1 + cos 2 ữ) 
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Dùng hệ thức lượng trong tam giác vuông, ta có thể tính được SK, AH, AK, 
HK (với chú ý rằng tam giác KHA vuông ở H ) theo R. Từ đó tính được thể 
tích khối chóp S.KHA. 


59. (h.41) Giả sử hình lập phương A'HB'O.GEFC' thoả mãn điều kiện của bài 
toán và điểm E thuộc mp {ABC). Khi đó r 


Vo.ABC - Ve.oab + Ve.obc + Ve.oca- 

Các khối chóp E.OAB, E.OBC, E.OCA 
có chiều cao X bằng cạnh của khối lập 
phương nói trên. Bởi vậy ta có : 





60. (h.42) 1. a) Do các tam giác ASB và ACB 


vuông nên : 

SH 2 = AH.BH , CH 2 = AH. BH. 

Vậy SH = CH. Mặt khác SI 1 CH và 
ci - IH nên sc = SH. 

Vậy tam giác SCH đều, suy ra SHI = 60°. 
Mặt khác, ta có AB 1 HI, AB 1 SH 
=> SHI là góc giữa hai mặt phẳng ( SAB ) 
và (ABC). Vậy mặt phẳng (SAB) qua AB 
cố định và tạo với mặt phẳng cố định 
(ABC) một góc 60° nên nó phải cố định. 



Hình 42 


4-BTHH 12-NC-A 
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3. Cách 1. Do BC JL ( SAB ) nên SB là hình chiếu của sc trên mp(SA£) và do 
đó BSC = X. Ta có 

V = Vs.ABCD = \“ 2 SA (a = AB = BC ), 

- Vs.ABCD' = 2 S AB'C'D'- SC '- 

Do ABCD là hình vuông nên dễ dàng suy ra SB' = SD' => B'ơ Ịị BD. 

Từ đó dễ thấy B'D' _L (&4C) => B'D' 1 AC => S AB < cư = ^AC'-.B'D\ 

Ta có : SB = BCcoư = ớcotx, SC = - r- = a , 

sin X sin X 

SA = Vs^-AS 2 = SB' = “Ị = .. QCOs2 * , 

sinx Sổ sinxcosx’ 

_ SA 2 «cos2x Dn W2cos2x 

*jC — —— —-7-, BU = BU.—— = —--—-, 

sc sin* S5 cos 2 * 

. , SA.AC rr — 

AC = Ỷẽ = <W2cos2x. 

... T/ ớ 3 Vcos2x út 3 cos 2 2xVcos2x V' cos 2 2x 

Vậy v = oVĩn t . » V = — ; 2 - => 77 = — - y • 

• ísinx 3sinxcos X y cos z x 


_ , . ^ 1 . V' _ 2V S ' AB . c S£'.SC’ 

Cífc/ỉ 2. Dễ thấy : - 7 - = — L = 

V 2V S.ABC SB.SC 

Từ đó dễ dàng suy ra kết quả cần tìm. ■ 


62. 1. (h.44) Do H là trực tâm ABCD nên 
BH _L C D. 

Mặt khác AH 1 ( BCD ) nên AH1CD. 
Vậy CD 1 (Aổ//) => CD 1 AB. 


Cùng với giả thiết AC ± A#, ta suy ra 
AB 1 (ACD) =>AB± AD. 



Tương tự AC ± AD. 


Hình 44 


51 





2. (h.45) Từ AB = AC = AD suy ra 
HB = HC = HD, tức // là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác 
đều BCD. 

Xét tam giác vuông AHD, ta có : 

■ 1 = 1 1 

HJ 2 ~ AH 2 HD 2 

1 _ J_Ị_ 

^ HD 2 - d 2 h 2 

V/i 2 -rf 2 


A 



Do tam giác BCD đều nên DH = BC.-Ỵ-, hay 5C = DH\fị. Vậy 


V = |Sbcd-^ = 


4(h 2 - d 2 ) 


Bài tập trắc nghiệm 


1. (B), 

2. (B), 

3. (C), 

7. (B), 

8. (C), 

9. (B), 

13. (D), 

14. (B), 

15. (D), 

19. (C), 

20. (B), 

21. (A), 

25. (D), 

26. (C), 

27. (A), 

31. (D), 

32. (A). 



4. (D), 

5. (C), 

6. (B), 

10. (C), 

11. (A), 

12. (C), 

16. (A), 

17. (B), 

18. (B), 

22. (A), 

23. (B), 

24. (A), 

28. (A), 

29. (B), 

30. (C), 
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MẶT CẨU, MẶT TRỤ, MẶT NỚN 


A ■ CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN VÀ BỂ BÀI 

§1. Mặt Cầu, khối cầu 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Mặt cầu S(0 ; R) là tập hợp {M I OM = y? Ị. Khối cầu S(0 ; R) là tập hợp 
\M\OM<R\. 

Mặt cầu là hình tròn xoay sinh bởi một đường tròn khi quay quanh đường 
thẳng chứa một đường kính của đường tròn đó. 

Khối cầu là hình tròn xoay sinh bởi một hình tròn khi quay quanh đường 
thẳng chứa một đường kính của hình tròn đó. 

2. Giao của mặt cầu S(0 ; R ) và mặt phẳng ( p ) phụ thuộc vào R và khoảng 
cách d từ o đến (P). Giả sử H là hình chiếu của o trên mp(/ > ). Khi đó : 

- Nếu d < R thì giao là đường tròn nằm trên (P) có tâm H, bán kính 
r = s[r 2 -d 2 . 

- Nếu d = R thì mpC/ 5 ) tiếp xúc với mặt cầu S(0 ; R) tại H. 

- Nếu d > R thì mp(P) không cắt mặt cầu S(0 ; R). 

3. Giao của mặt cầu S(0 ; R) và đường thẳng A phụ thuộc vào R và khoảng 
cách d từ o tới A. Giả sử H là hình chiếu của o trên A. Khi đó : 

- Nếu d < R thì đường thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt. 

- Nếu d = R thì A tiếp xúc với mặt cầu tại H. Các đường thẳng tiếp xúc với 
mặt cầu tại H nằm trên tiếp diện với mặt cầu tại H. 

- Nếu d > R thì A không cắt mặt cầu. ■ 
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4. Vê các tiêp tuyến của mặt cầu cùng đi qua một điểm A nằm ngoài mặt cầu : 

- Các đoạn thẳng nối A với các tiếp điểm bằng nhau. 

- Tập hợp các tiếp điểm là một đường tròn. 

5. Hình cầu bán kính R có diện tích bằng 4 nR 2 , có thể tích bằng ~ KR 3 . 


ĐỀ BÀI 

Cho tứ diện ABCD, biết AB = BC = AC = BD = a, AD = b, hai mặt phẳng 
(ACD) và ( BCD) vuông góc với nhau. 

a) Chứng minh rằng tam giác ACD vuông. 

b) Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

Cho hai đường tròn (0 ; /?) và (ơ ; R) nằm trên hai mặt phẳng song song 
(P) và (Ổ) sao cho oơ vuông góc với (P). Đặt OO' = h. Chứng minh rang 
có mặt cầu đi qua hai đường tròn trên, tính diện tích mặt cầu đó. 

Cho tam giác đêu ABC cạnh a. Xét đường thẳng A đi qua A và vuông góc 
với mp {ABC). Gọi s là điểm bất kì trên A, s khác A. 

1) Khi SA = h (h cho trước), hãy tính diện tích và thể tích của hình cầu 
ngoại tiếp tứ diện SABC. 

2) Gọi A' là điểm đối xứng với điểm A qua tâm mặt cầu nói trên. Chứng 
minh rằng khi s thay đổi trên A thì A' thuộc một đường thẳng cố định. 

Cho hình lăng trụ đứng có chiều cao h không đổi, đáy là tứ giác ABCD, 
trong đó A, B, c, D thay đổi và ĨẴ.ĨC = ĨB.ĨD = -h 2 , với / là giao điểm 
hai đường chéo. Hãy xác định giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt cầu ngoai 
tiếp hình lăng trụ đó. 

Cho tam giác đểu ABC cạnh a. Gọi (P) là mặt phẳng qua cạnh BC 
và vuông góc với mp(v4£C). Gọi (W) là đường tròn đường kính BC 

trong mp(P) và s là điểm bất kì thuộc (W). Khi s thay đổi trên (V ), chứng 
minh rằng : 

1) S/4 2 + SB 2 + sc 2 không đổi ; 

2) Tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC là điểm cố định (nếu s khác B , C). 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a, chiều cao SH 
bằng J. 



1) Chứng minh rằng tồn tại mặt cầu tâm H tiếp xúc với tất cả các mặt bên 
của hình chóp. Tính bán kính R của mặt cầu đó. 

2) Gọi (P) là mặt phảng song song với mp (ABCD) và cách mp (ABCD) một 
khoảng * (0 < A' < R). Gọi S td là diện tích thiết diện tạo bởi mp(P) và hình 
chóp bỏ đi phần nằm trong mặt cầu. Hãy xác định X để S td = ĩĩR 2 . 

7. Cho hình chóp S.ABCD , đáy ABCD là tứ giác có hai đường chéo vuông 
góc với nhau tại H và SH là đường cao của hình chóp đã cho. 

1) Chứng minh rằng bốn tâm mặt cầu ngoại tiếp các hình chóp S.HAB, 
S.HBC, S.HCD , S.HDA là bốn đỉnh của một hình chữ nhật. 

2) Gọi Hị, H 2 , H 3 , H a là hình chiếu của H lần lượt trên AB, BC, CD, DA. 
Chứng minh rằng hình chóp S.HịH 2 H 3 H 4 có mặt cầu ngoại tiếp. Tính diện 
tích của thiết diện của mặt cầu ấy khi cắt bởi mp(ABCD) nếu biết HịH 3 = a, 
BAC = a, BDC = p. 

8. Cho hình chóp S.ABC có SA _L mp (ABC), AB = c, AC = b , BAC= a. Gọi 
Bị, c ị lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên SB, sc. Chứng minh 
rằng các điểm A, B, c, Bị, Cị cùng thuộc một mặt cầu và tính bán kính của 
mặt cầu đó theo b, c, a. 

9. Chứng minh rằng nếu tứ diện ABCD có tính chất 

AB + CD=AC + BD=AD + BC 
thì có mặt cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ diện ABCD. 

10. Cho hình chóp S.ABC. Biêt rằng có một mặt cầu bán kính r tiếp xúc với 
các cạnh của hình chóp và tâm I của mặt cầu nằm trên đường cao SH của 
hình chóp. 

1) Chứng minh rằng s. ABC là hình chóp đều. 

2) Tính đường cao của hình chóp biết rằng IS = ryJ 3. 

11. Cho hai tia Ax, By chéo nhau và vuông góc với nhau, AB là đường vuông 
góc chung, AB = a. Lấy các điểm c và D lần lượt thuộc Ax và By. 

1) Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD theo a , 
b, c, ở đó b = AC, c = BD. 

2) Khi c, D thay đổi trên Ax , By sao cho AC + BD = CD , chứng tỏ rằng CD 
luôn tiếp xúc với mặt cầu đường kính ẠB. 
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12. Cho hai đường thẳng chéo nhau dị, d 2 nhận IJ là đường vuông góc chung 
(/ s dy, J G d 2 ), IJ — a. Gọi ( p ) là mặt phẳng đi qua điểm I và vuông góc 
với d 2 , đặt a là góc giữa dị và ( p ). Xét một mặt phẳng ( Q ) song song với 
(P) cắt dị, d 2 lần lượt tại A { , A 2 . Gọi là hình chiếu củaAị trên (P). 

1) Chứng minh rằng các điểm I,J,Aị, A 2 , H J cùng thuộc một mặt cầu. Chỉ 
rõ tâm của mặt cầu đó và tính diện tích mặt cầu theo a , a và khoảng cách 
h giữa hai mặt phẳng ( p ), ( Q ). 

2) Chứng minh rằng khi mp(0 thay đổi thì tâm mặt cầu nói trên luôn 
thuộc một đường thẳng cố định và mặt cầu ấy luôn đi qua một đường tròn 
cố định. 

13. Cho mặt cầu tâm o bán kính R và A là điểm cố định thuộc mặt cầu. Ba tia 
At\, At 2 , At 3 thay đổi, đôi một vuông góc với nhau và cắt mặt cầu tại các 
điểm B, c, D. 

1) Chứng minh rằng hình hộp dựng trên ba cạnh AB, AC, AD có một đường 
chéo cố định và mp (BCD) luôn luôn đi qua một điểm cố định. 

2) Chứng minh rằng hình chiếu H của điểm D trên đường thẳng BC thuộc 
một mặt cầu cố định. 

14. Cho đường tròn đường kính AB = 2R nằm trong mặt phẳng (p). Gọi o ị là 
điểm đối xứng với o qua A. Lấy điểm s sao cho so ị vuông góc với ( p ) và 
SO ị = 2 R. Tính thể tích của khối cầu đi qua đường tròn đã cho và điểm s. 

15. Trong số các hình hộp nội tiếp một mặt cầu bán kính R cho trước, tìm hình 
hộp thoả mãn một trong các tính chất sau : 

1) Thể tích hình hộp đạt giá trị lớn nhất; 

2) Tổng độ dài các cạnh của hình hộp đạt giá trị lớn nhất. 

16. Trong số các hình chóp tam giác đều nội tiếp một mặt cầu bán kính7? cho 
trước, hãy xác định hình chóp có thể tích lớn nhất. Mở rộng bài toán cho 
hình chóp n -giác đều. 

17. Trong số các hình chóp tam giác đều ngoại tiếp một mặt cầu bán kính r 
cho trước, tìm hình chóp có diện tích toàn phần nhỏ nhất. 

18. Cho hình chóp S.ABC. Biết rằng có một mặt cầu tiếp xúc với ba cạnh của 
tam giác ABC tại trung điểm của mỗi cạnh, đồng thời mặt cầu đó đi qua 
trung điểm của các cạnh bên SA, SB, sc. 
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1) Chứng minh rằng S.ABC là hình chóp đều. 

2) Tính diện tích mặt cầu, biết cạnh đáy và chiều cao của hình chóp lần 
lượt là ứ và h. 

19. Cho tam giác ABC vuông ở A, BC = 2a, ACB = 30°. Xét hai tia Bx , Cy 
cùng hướng và cùng vuông góc với mp {ABC). 

1) Xác định vị trí điểm B x trên Bx sao cho mặt cầu đường kính BB X tiếp 
xúc với Cy. 

Xác định điểm c Ị trên Cy sao cho mặt cầu đường kính ACi tiếp xúc với Bx. 

2) Với các điểm B X ;C Ị tìm được ở trên, hỏi đa diện ABCCịBỵ có mặt cầu 
ngoại tiếp không ? Hãy tính thể tích của khối đa diện đó. 


§2, §3. Khái niệm về mặt tròn xoay. 

Mặt trụ, hình trụ và khối trụ 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Mặt trụ là hình tròn xoay sinh bởi đường thẳng / khi quay quanh một 
đường thẳng A song song với /. 

Mặt trụ có trục A, bán kính R là tập hợp các điểm cách đường thẳng A một 
khoảng R. 

2. Hình trụ là phần mặt trụ nằm giữa hai mặt phẳng phân biệt ( p ), (P') 
vuông góc với trục của mặt trụ, cùng với hai hình tròn giới hạn bởi hai 
đường tròn (^) và (W r ) là giao tuyến của mặt trụ với hai mặt phẳng (P) và (F). 

Hình trụ là hình tròn xoay sinh bởi bốn cạnh của một hình chữ nhật khi 
quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 

Diện tích xung quanh của hình trụ bằng tích số của chu vi đường tròn đáy 
và chiều cao. 

Diện tích toàn phần của hình trụ bằng tổng của diện tích xung quanh và 
diện tích hai đáy. 

3. Khối trụ là hình trụ cùng với phần bên trong hình trụ đó. 
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Khối trụ là hình tròn xoay sinh bcá một hình chữ nhật (kể cả các điểm nằm 
trong nó) khi quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 

Thể tích khối trụ bằng tích số của diện tích đáy và chiều cao. 

II-ĐỂ BÀI 

20. Một hình trụ có diện tích xung quanh là s, diện tích đáy bằng diện tích 
một mặt. cầu bán kính bằng a. Hãy tính : 

1) Thể tích hình trụ ; 

2) Diện tích thiết diện qua trục của hình trụ. 

21. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng R , chiều cao 00' bằng h, A và B 
là hai điể m thay đ ổi trên hai đường tròn đáy sao cho AB = a không đổi 

(h<a< V/ỉ 2 + 4 R 2 ). 

1) Chứng minh góc giữa hai đường thẳng AB và oơ không đổi. 

2) Chứng minh khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và 00' không đổi. 

22. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng R , thiết diện qua trục của hình trụ là 
hình vuông. 

1) Tính diện tích và thể tích hình cầu ngoại tiếp hình trụ. 

2) Một mp(P) song song với trục hình trụ, cắt đáy hình trụ theo một dây 
cung có độ dài bằng bán kính đáy hình trụ. Tính diện tích các thiết diện 
của hình trụ và hình cầu ngoại tiếp hình trụ khi cắt bởi mặt phẳng (/>). 

23. Cho hình chữ nhật ABCD với AB = a, BC = 2a và đường thẳng A nằm 
trong mặt phẳng ( ABCD ), A song song với AD và cách AD một khoảng 
bằng A không có điểm chung với hình chữ nhật ABCD. 

1) Tính thê tích của hình tròn xoay tạo nên khi quay hình chữ nhật ABCD 
quanh A. 

2) Xác định X để thể tích nói trên gấp ba lần thể tích hình cầu có bán kính 
bằng cạnh AB. 

24. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng R, trục 00' bằng h. Một mặt phảng ( p) 
thay đổi đi qua o tạo với đáy hình trụ góc a cho trước và cắt hai đáy cua 
hình trụ đã cho theo các dây AB và CD (dây AB đi qua O). 

1) Tính diện tích tứ giác ABCD. 
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2) Chứng minh rằng hình chiếu vuông góc H của điểm O' trên ( p ) thuộc 
một đường tròn cố định. 

25 . Cho hình lăng trụ lục giác đều ABCDEF.A'B'CD'E'F' có cạnh đáy bằng a, 
chiều cao bằng h. 

1) Tính diện tích xung quanh và thể tích hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ. 

2) Tính diện tích toàn phần và thể tích hình trụ nội tiếp hình lăng trụ. 

26. Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A'B'CD' có đáy ABCD là hình thang cân với 
đáy nhỏ AB = a, đáy lớn CD = 4 a, cạnh bên bằng ~ ; chiều cao hình lăng 
trụ bằng h. 

1) Chứng minh rằng có hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho. 

2) Tính diện tích toàn phần và thể tích của hình trụ đó. 

27. Cho hình trụ có trục 0ị0 2 . Một mặt phẳng (à) song song với trục 0ị0 2 , 
cắt hình trụ theo thiết diện là hình chữ nhật ABCD. Gọi o là tâm của thiết 
diện đó. Tính 0ị00 2 biết rằng bán kính đường tròn ngoại tiếp hình chữ 
nhật ABCD bằng bán kính đường tròn đáy hình trụ. 

28. Một hình trụ có thiết diện qua trục là hình vuông, diện tích xung quanh 
bằng 471. 

1) Tính diện tích toàn phần của hình trụ. 

2) Tính thể tích khối trụ. 

3) Tính thể tích khối lăng trụ 7ĩ-giác đều nội tiếp hình trụ. 

4) Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình trụ. 

5) Một mặt phẳng ( a ) song song với trục hình trụ và cắt hình trụ đó theo 
thiết diện ABBịAị. Biết một cạnh của thiết diện là dây cung của một đường 
tròn đáy và căng một cung 120°. Tính diện tích thiết diện. 

29. Xét hình trụ nội tiếp một mặt cầu bán kính R mà diện tích thiết diện qua 
trục hình trụ là lớn nhất. Tính : 

1) Thể tích V và diện tích toàn phần s t p của hình trụ. 

2) Thể tích hình lăng trụ n- giác đều nội tiếp hình trụ và thể tích hình lăng 
trụ n- giác đều ngoại tiếp hình trụ. 

3) Diện tích thiết diện của hình trụ khi cắt bởi một mặt phẳng song song 

R 

với trục hình trụ và cách trục một khoảng 
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Hãy tính X theo R và R' nếu (Q) chia phần hình nón nằm giữa (P) và đáy 
hình nón thành hai phần có thể tích bằng nhau. 

32. Cho hình nón CÁ có bán kính đáy là R, góc giữa đường sinh và đáy của 
hình nón bằng a. Một mặt phẳng (P) song song với đáy hình nón, cách 
đáy hình nón một khoảng h và cắt hình nón theo đường tròn (W). 

1) Tính bán kính đường tròn (W) theo R, h, a. 

2) Tính diện tích và thể tích phần hình nón nằm giữa đáy hình nón cyV và 
mặt phẳng (P). 

33. Cho tam giác đều ABC cạnh a và (P) là mặt phẳng qua BC và vuông 
góc với mặt phẳng (ABC). Gọi (W) là đường tròn đường kính BC và nằm trong 
mp(P). 

1) Tính bán kính mặt cầu đi qua đường tròn (W) và điểm A. 

2) Xét hình nón ngoại tiếp mặt cầu nói trên sao cho các tiếp điểm giữa 
hình nón và mặt cầu là đường tròn (^'). Tính thể tích của khối nón. 

34. Cho hình nón cAC có bán kính đáy R, đường cao so. Gọi ( p ) là mặt phẳng 

vuông góc với SO tại Oj sao cho SOị = ị sơ. Một mặt phẳng qua trục hình 

nón cắt phần khối nón QÁ r nằm giữa (P) và đáy hình nón theo thiết diện là 
hình tứ giác có hai đường chéo vuông góc. 

Tĩnh thể tích phần hình nón oAÍ nằm giữa mặt phẳng (P) và mặt phảng 
chứa đáy hình nón n./'C 

35. 1) Tìm hình nón có thể tích lớn nhất nội tiếp một mặt cầu bán kính R 
cho trước. 

2) Tìm hình nón có thể tích nhỏ nhất ngoại tiếp mặt cầu bán kính r 
cho trước. 

36. Tìm hình nón có thể tích lớn nhất khi diện tích toàn phần của nó bằng diện 
tích hình tròn bán kính a cho trước. 

37. Cho hai điểm cố định A, B có AB = a. Với mỗi điểm c trong không gian 
sao cho ABC là tam giác đểu, kí hiệu AAị là đường cao của A ABC và d là 
trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Trong mặt phẳng chứa d và 
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44 . Trong tất cả các hình nón nội tiếp hình cầu bán kính R, tìm hình nón có 
diện tích xung quanh lớn nhất. 

Với hình nón ấy, xét hình trụ nội tiếp hình nón. Tìm chiều cao của hình trụ 
đó, biết rằng thiết diện qua trục của hình trụ là hình vuông. 


sp ôn tập chương II 


Bài tập tự luận 


45 . Cho tứ diện đều ABCD, AA X là một đường cao của tứ diện. Gọi / là trung 
điểm của AA ]t Mặt phẳng ( BCI) chia tứ diện đã cho thành hai tứ diện. Tính 
tỉ số hai bán kính của hai mặt cầu ngoại tiếp hai tứ diện đó. 

46 . Xét hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy và chiều cao thay đổi. Tìm 


hệ thức liên hệ giữa cạnh đáy và chiều cao của hình chóp để đạt giá trị 

v 2 ’ 

nhỏ nhất, ở đó Vị, V 2 lần lượt là thể tích của các hình cầu ngoại tiếp và nội 
tiếp hình Chóp. 


47 . Cho tam giác AỈB có ỈA =IB = 2a, AỈỀ = 120°. Trên đường thẳng Ạ vuông 
góc với mp(AIB) tại /, lấy các điểm c và D sao cho ABC là tam giác 
vuông, ABD là tam giác đều. 

1) Tính thể tích và diện tích toàn phần của tứ diện ABCD. 

2) Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

3) Tính bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện ABCD. 


48 . Gọi r và h lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của một hình nón. Kí hiệu 
Vị, V 2 lần lượt là thể tích hình nón và thể tích hình cầu nội tiếp hình nón. 


1) Tính tỉ số theo 

v 2 


r,h. 


2) Khi r và h thay đổi, tìm giá trị bé nhất của tỉ số 

^2 

49 . Cho hình nón đỉnh s có bán kính đáy R, góc ở đỉnh là 2 a, 45° < a < 90°. 
1) Tính diện tích xung quanh và thể tích hình nón. 
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2) Tính diện tích thiết diện do mp(P) cắt hình nón theo hai đường sinh 
vuông góc với nhau. 

3) Xét hai điểm A, B thay đổi trên đáy sao cho góc giữa mp(SAB) và mặt 
đáy hình nón bằng Ị3 iP < 90°). Chứng minh rằng đường thẳng Sỉ (/ là 
trung điểm của AB ) luôn thuộc một hình nón cố định. 

50 . Một hình nón có bán kính đáy r, chiều cao bằng 3 r. Tìm hình trụ nội tiếp 
hình nón và thoả mãn một trong các điều kiện sau : 

1) Thể tích của hình trụ đạt giá trị lớn nhất; 

2) Diện tích xung quanh của hình trụ đạt giá trị lớn nhất. 

Bài tập trắc nghiệm 

1. Hình chóp D.ABC có DA _L mp(AỔC), đáy ABC là tam giác vuông tại B. 
Đặt AB = c, BC = a, AD = b . Bán kính mặt cầụ ngoại tiếp hình chóp bằng 

(A) ịVã 2 TĨĨTĨ ; (B) ịv<r 2 Vb 1 + c 2 ; 

(C) -lã 2 + ~b 2 + c 2 ; (D) 2 n/« 2 + ử 2 + c 2 

2. Cho điểm A và đường thẳng d không đi qua A. Xét các mặt cầu có tâm 
thuộc d và đi qua điểm A. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Các mặt cầu đó luôn đi qua một điểm cố định ; 

(B) Các mặt cầu đó luôn đi qua hai điểm cố định ; 

(C) Các mặt cầu đó luôn đi qua một đường tròn cố định ; 

(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 

3. Cho bốn điểm A, B, c, D cùng thuộc một mặt cầu và ADB = BDC = CDA = 90°. 
Một đường kính của mặt cầu đó là 

(A) AB ; 

(B) BC ; 

(C) AC ; 

■ (D) DD\ trong đó DD' = 3 DG với G là trọng tậm tam giác ABC. 
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4. Cho mặt cầu ( Sị ) bán kính Rị , mặt cầu (S 2 ) bán kính R 2 mà R 2 = 2 Rị . Tỉ 
số diện tích của mặt cầu (S 2 ) và mặt cầu (Sị) bằng 

(A) ị ; (B) 2 ; (C) 3 ; (D) 4. 

5. Cho mặt phăng (P) và diêm s nằm ngoài ( p ). Gọi A là điểm cô đinh thuộc 
(P) sao cho SA không vuông góc với (P). Một đường thẳng d thay đổi, nằm 
trong (P) và luôn đi qua A. Tập hợp các hình chiếu của điểm s trên đường 
thẳng d là 

(A) Một mặt cầu ; 

(B) Một mặt trụ ; 

(C) Một mặt nón ; 

(D) Một đường tròn. 

6. Cho điểm A cố định thuộc mặt cầu (S). Ba đường thẳng thay đổi đi qua A, 
đôi một vuông góc và cắt mặt cầu (5) tại B, c, D. Xét hình hộp chữ nhật 
dựng trên ba cạnh AB,AC,AD . Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Hình hộp đó có một đường chéo cố định ; 

(B) Hình hộp đó có hai đường chéo cố định ; 

(C) Hình hộp đó có ba đường chéo cố định ; 

(D) Hình hộp đó không có đường chéo nào cố định. 

7. Cho tam giác đểu ABC cạnh a. Gọi (P) là mặt phảng qua BC và vuông góc 
với mp (ABC). Trong mp( P), xét đường tròn (?) đường kính BC. Bán kính 
của mặt cầu ( s ) đi qua (?*) và điểm A bằng 

(A)Wã; (B) -ệ- ; (C) ĩặ. ; (D) ĩẵ.. 

8 . Gọi 0ị,0 2 , 03 lần lượt là tâm của các mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp, tiếp xúc 

với các cạnh của một hình lập phương. Trong các mệnh đề sau, mệnh để 
nào đúng ? 

(A) Oị trùng với ơ 2 ; (B) 0 2 trùng với ơ 3 ; 

(C) ơ 3 trùng với ỚỊ ; (D) 0 l ,0 2 ,0 3 trùng nhau. 

5-BTHH 12 - NC - A £5 



9 . Kí hiệu Rị,R 2 ,R 3 lần lượt là bán kính của các mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp, 
tiếp xúc với các cạnh của một hình lập phương. Khi ấy : 

(A) Rị > R 2 > R 3 ; (B) R 2 > R 3 > Rị ; 


(C) Rị > R 3 > R 2 ; (D) R 3 > Rị > R 2 . 

10 . Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có các cạnh cùng bằng a. Bán kính 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó là 

(A) a4ĩ ; (B) ; (C) aS ; (D) 

11. Cho hình chóp tứ giác đểu S.ABCD có các cạnh cùng bằng a. Bán kính 
mặt cầu nội tiếp hình chóp là 


(A) 



(B) 


2 

4(1 + Vã) 


(C) 


<Z\/3 

2(1 + Vã) 


(D) 


ơy/3 

4(1 + 73) 


12. Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh cùng bằng a. Diện tích mặt 
cầu ngoại tiếp hình lăng trụ là 

(A)7 na 2 ; (B) 1 -^~ ■ (C) ~ ; (D) 1 -^~- 

1 . J 0 

13. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Gọi ( p ) là mặt phảng qua BC và vuông góc 
với mp(ABC). Trong ( p ), xét đường tròn (W) đường kính BC. Diện tích 
mặt cầu nội tiếp hình nón có đáy là (W), đỉnh là A bằng 

2 2 

(A) ; (B) ~ ; (C) na 2 ; (D) 2na 2 . 

14. Cho hai điểm A, B cố định. M là điểm di động trong không gian sao cho 
MAB = 30° . Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) M thuộc mặt cầu cố định ; 

(B) M thuộc mặt trụ cố định ; 

(C) M thuộc mặt phẳng cố định ; 

(D) M thuộc mặt nón cố định. 

15. Cho hai đường thẳng song song a và b. Gọi ( p ) và ( Q) là các mặt phẳng 
thay đổi lần lượt đi qua a, b và vuông góc với nhau. Gọi c là giao tuyến 
của ( p) và ( Q ). Trong các mệnh đề sau, mệnh đế nào đúng ? 

(A) c thuộc mặt phẳng cố định ; 
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(B) c thuộc mặt trụ cố định ; 

(C) c thuộc mặt nón cố định ; 

(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 

16. Một hình trụ có diện tích xung quanh bằng 4, diện tích đáy bằng diện tích 
một mặt cầu bán kính bằng 1. Thể tích khối trụ đó là 

(A) 4 ; (B) 6 ; (C) 8 ; (D) 10. 

17. Một hình trụ có bán kính đáy bằng 1, thiết diện qua trục là hình vuông. 
Thể tích khối cầu ngoại tiếp hình trụ là 

(A) óW3 ; (B) ĩnS ; (C) ■ " (D) 

18. Một hình trụ có thiết diện qua trục là hình vuông, diện tích xung quanh 
bằng 4n. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình trụ là 

(A) 12tĩ ; (B) 107T ; (C) 8tt ; (D) Ó7L 

19. Thể tích một khối trụ có thiết diện qua trục là hình vuông, diện tích xung 
quanh bằng 4n là 

(A) n ; (B) 2tt ; (C) 3ĩĩ ; (D) 4n . 

20. Diện tích toàn phần của một hình trụ có diện tích xung quanh bằng 4n , 
thiết diện qua trục là hình vuông bằng 

(A)12tu; (B) 10tt ; (C) 8ĩt ; (D) 6 ju. 

21. Một hình trụ có diện tích xung quanh là 471, thiết diện qua trục là hình 

vuông. Một mặt phẳng {à) song song với trục, cắt hình trụ theo thiết diện 
ABB'A ', biết một cạnh của thiết diện là một dây của đường tròn đáy hình 
trụ và căng một cung 120°. Diện tích thiết diện ABBA ' là 

(A) s ; (B) 2 V 3 ; (C)2yÍ2; (D) 3 V 2 . 

22. Cho tứ diện đều ABCD cạnh bằng a. Diện tích xung quanh của hình trụ có 
đáy là đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và có chiều cao bằng chiều cao 
của tứ diện ABCD là 

, . 2na 2 4ĩ . na 2 A . ^ „„ 2 / 5 . na 2 S 

(A) —^ ; (B) 3 - ; (C) na V3 ; (D) 2 
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23. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Diện tích xung quanh của hình trụ có đáy 
là đường tròn nội tiếp tam giác BCD, chiều cao bằng chiều cao của tứ diện 
ABCD la 

(A) ——— ; (B) ; (C) ỉ (D,^. 

24. Một hình trụ có bán kính đáy bằng R và thiết diện qua trục là hình vuông. 

Thể tích của khối lăng trụ tứ giác đều nội tiếp hình trụ là 

(A) 2 R 3 ; (B) 3 R 3 ; (C) 4 R 3 ; (D )5R 3 . 

25. Thiết diện qua trục của một hình nón là tam giác đều cạnh bằng 2. Một 
mặt cầu có diện tíchsbằng diện tích toàn phần của hình nón sẽ có bán kính là 

Pị 

W2& ; (B) 2 ; (C) Vã ; (D) Vp 

26. Một hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông cạnh a, cạnh bên hình hộp 
bằng 2 a. Thế tích khối nón có đáy là đường tròn ngoại tiếp một đáy hình 
hộp và đỉnh là tâm của đáy còn lại của hình hộp bằng 

(A) ■ (B) ĩệ- ; (C) na 3 ; (D) 2jla 3 . 

27. Một hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông cạnh a, cạnh bên của hình 
hộp bằng 2 a. Diện tích xung quanh của hình nón có đáy là đường tròn nội 
tiếp một đáy hình hộp và đỉnh là tâm của đáy còn lại của hình hộp là 

(A)^; (B)^; (C) -Ỵ ; (D)3^. 

28. Một hình non có thiết diện qua trục là tam giác đều. Tỉ số thể tích của khối 
cầu ngoại tiếp và khối cầu nội tiếp khối nón là 

(A) 8 ; (B) 6 ; (C) 4 ; (D) 2. 

29. Cho tứ diện ABCD có DA _L mp(ABC),DB 1 BC,AD = AB = BC = a. Kí 
hiệu Vị, v 2 , Vị lần lượt là thể tích của hình tròn xoay sinh bởi tam giác 
ABD khi quay quanh AD, tam giác ABC khi quay quanh AB, tam giác DBC khi 
quay quanh BC. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Vi +v 2 = v 3 ; (B) VỊ + V 3 = v 2 

(C) v 2 + \z 3 = V, ; (D) v x = v 2 = v 3 : 
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30 . Một hình nón có bán kính đáy bằng R , đường cao-y-. Khi đó, góc ở đỉnh 

của hình nón là 2 a mà 

3 . 3 

(A) sin a = ị ; (B) cos a = ^ ; 

(C).tana = |; (D)cotar = |. 

B - LỜI GIẢI - HIÍÓNG DAN - ĐẮP sô 


§1. Mặt cầu, khối cầu 


1. (h.46, h.47) 

a) Gọi / là tmng điểm của CD, do BC = BD = a 
nên Bỉ ± CD. Mặt khác mp (BCD) _L mp (ACD) 
nên BỊ 1 mp (ACD). 

Xét các tam giác vuông AIB và DIB có 
cạnh góc vuông BI chung, BA = BD , từ 
đó AI = ID. Vậy ACD là tam giác vuông 
tại A. 

b) Từ chứng minh trên, ta thấy tâm của 
mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD 
thuộc BI, do đó, bán kính mặt cầu phải 
tìm chính là bán kính R của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác BCD. 

Dễ thấy CB 2 = BI.BB' - 2 R.BI, tức là 

* ? 

R 2 BI’ 

Mặt khác 

d ,2 _ 0^2 CD 1 _ 2 a 2 + b 2 _ 3 a 1 - b 2 
e/ sc 4 =a = 

=> B/ = -ì \fĩcr - B 2 , 0 < b < a\lĩ. 



B' 
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Như vậy R ■■ 


7 =—===^, do đó diện tích mặt cầu phải tìm bằng —— 
\J3a 2 - b 2 3 a 2 


với 0 < b < a\l 3. 

2. (h.48) Giả sử R < R\ Vì OO' X ( p) nên mọi điểm thuộc 00' cách đều các 

điểm của đường tròn (O ; R), đồng thời cách đều các điểm của đường tròn 

(ơ ; /?'). _ 

Xét mp(/?) qua 00' và cắt hai mặt phẳng A Ịr— , 0 

(P), ( Q ) theo hai giao tuyến OA, 0'A', 

A <E (O ; R), A' e ( o' ; R'). Trong mp(7?), f jỉ 

đường trung trực của AA' cắt 00' tại J. H 

Khi đó, mặt cầu tâm J, bán kính JA đỉ qua / 

cả hai đường tròn (O ; R) và (O' ; /?’). A ,t_ _ 

Gọi s là diện tích mặt cầu đó thì \~ ^ 0 ) 

s = 4n .JA 2 = 4 k(OA 2 + J0 2 ) = 4n{R 2 + J0 2 ). 

h Hình 48 

Kẻ ỉtì song song với AO (H e OO') thì Otì = ị . Từ OH + JH = JO, suy ra 

4 +JH = JO. Kẻ AK song song với 00' ( K G 0'A ’) thì có = -^ 77 , từ đó 
2- AK AK 

? (P -P) R' 2 -R 2 

HJ = —2— -= —11 ■ 

/ỉ 2h 

h R' 2 - R 2 h 2 +R' 2 -R 2 ■ . 


■ + 2/ỉ 


và diện tích mặt cầu phải tìm là 


s = 471 + 4- 


h 2 + R a -R 2 ) 2 


4 R 2 lr + Í/í 2 +A” 2 -/? 2 ) 

— -• 

3. (h.49) 

1) Gọi G là trọng tâm của tam giác đều 
/45C và là trục của đường tròn ngoại tiếp 
ÀA£C thì G e d và cỉ //A. Trong mp(À, d), 
đường trung trực của SA cắt <7 tại điểm / 
thì / là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
SABC vầR = IA là bán kính của mặt cầu đó. 
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Dể thấy Gl= ịsA = ị,AG=^ệ-,từđóIA 2 = !ị + ị = ±( 4a 2 +■ 3 h 2 ). 
Vậy mặt cầu đó có diện tích là 


và thể tích là 


s= |(4ữ 2 +3 /t 2 ) 


v = 


4 (yfÃa 2 ~+ĩh 2 

3*1 ĩs 




2) Khi s thay đổi trên đường thẳng A thì tâm / của mặt cầu ấy thay đổi trên 
đường thẳng d. Mặt khác AA' = 2AỈ, vậy A' thuộc đường thẳng A' song 
song với A và qua điểm Aị sao cho ÃAị = 2Ãẽ, tức là A' thuộc đường 
thẳng cố định A'. 

4 . (h.50) Vì 1ẴÃC = ĨBĨD nên ABCD là tứ 

giác nội tiếp đường tròn. Mạt khác, hình 
lăng trụ đã cho là lăng trụ đứng nên hình 
lăng trụ đó có mặt cầu ngoại tiếp. 

Kí hiệu o, O' lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp đáy ABCD và A'B'C'D' của 
hình lăng trụ và gọi J là trung điểm của 
00' thì J là tâm mặt cầu phải tìm và bán 
kính của mặt cầu là JA. 

Mặt khác JA 2 = JO 2 + AO 2 = + AO 2 . 

4 

Từ đó, bán kính mặt cầu đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi bán kính đường 
tròn ngoại tiếp đáy ABCD đạt giá trị nhỏ nhất. 

Ta có /7 2 = -IA.ỈC = -ĨỈ.ĨD = AO 2 -10 2 => AO 2 = h 2 + IO 2 . 

Từ đó, AO 2 đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi 10 nhỏ nhất, điều này xảy ra 
khi và chỉ khi 0 = 1, lúc đó AO 2 = h 2 và giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt 

cầu ngoại tiếp hình lãng trụ bằng JA = —ị—- 
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5. (h.5l) 

1) Vì ãsẽ = 90° nên SB 2 + sc 2 = BỚ = a 2 . 
Gọi H là trung điểm cvl2l.BC thì 

SH= jBC = I và /ư/ ± BC. 

Mặt khác, (P) Jl mp( ABC) và cắt mặt phẩng 
này theo giao tuyến BC nên AH _L(P). 

TừâóSÀ 2 = SH 2 + AH 2 =ị + ~ =ứ 2 . 

4 4 

Vậy SA 2 + SB 2 + sc 2 = a 2 + a 2 = 2a 2 . 



2) Vì HB = HC = HS, AH _L mpCSBC) nên đường thẳng A// là trục của 
đường tròn ngoại tiếp ASBC. Do đó, tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC 
thuộc AH. Mặt khác, ABC là tam giác đều nên tâm mặt cầu đó chính là 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và bán kính mặt cầu bằng bán 
kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Điều ấy khẳng định rằng mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện SABC là cố định. 

6. (h.52) 

1) Gọi / là trung điểm của BC thì HI = = SH. Gọi J là trung điểm 

của Sỉ thì HJ _L SI, mặt khác HJ _L BC, vậy HJ 1 mp(S5C) đồng thời 

HJ=^r = ị.ị4ĩ =ĨẬ. 

2 2'2 4 

Tương tự, ta có khoảng cách từ H tới 
các mặt bên của hình chóp đã cho 
~ _ uk _ ayjĩ 

cũng băng —. Như vậy, mặt cầu 
/2 

tâm H, bán kính R - Cl —— là mặt cầu 
4 

tiếp xúc với các mặt bên của hình 
chóp S.ABCD. 
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7. 


2) Gọi H x là giao điểm của (p) và SH thì HH ! = X, 0 < HH X < R và thiết 
diện của hình chóp với (P) là hình vuông AịBịCịDị. Khi ấy 



Từ đó S AịBỉCịDị - (a - 2x) 2 . 

Ta có (P) cắt mặt cầu nêu trên theo đường tròn bán kính r được tính bởi 
r - R - X hay r X 2 = —, từ đó diện tích hình tròn thu 

được là - Sx ). Vậy 

o 

^td = ( a ~ 2x)~ ~ — n(a 2 - 8x 2 ) = - [8(fl - 2x) 2 - 7 i(a 2 - 8x 2 )]. 


Ta có S td - nR - — 7 tớ 2 Cí> 8 (ữ - 2x ) 2 - na 2 + 87 TX 2 = Trư 2 
<=> 4[(fl - 2x ) 2 + tu: 2 ] = na 2 


(h.53a,b) 


<^> X = 


4 a - na 
~Ề'+2n 


vì 0 <x <R- . 

V 4 ) 


1) Gọi /] là trung điểm của AB 
vàơ] là tâm mặt cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABH thì / 1 0 1 // SH và 

h°\ = ịsH. 

Tương tự như trên, nếu ỉ 2 , / 3 , / 4 
thứ tự là trung điểm của BC , CD , 
DA và ơ 2 , 0 3 , 0 4 thứ tự là tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp các hình 
chóp S.HBC, S.HCD, S.HDA thì 

/ 2 Ớ 2 = ịsH, / 3 0 3 = ịsH, 

u °4 = ~SH và I 2 0 2 , / 3 Ỡ 3 , / 4 Ớ 4 
cùng song song với SH. 


s 



B 

Hình 53a 
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Dễ thấy / 1 / 2 //ơ 1 0 2 và7 1 / 2 /MC, 
hh // 0 2 0 3 và / 2 / 3 // Z?D, 

/3/4 // O3Ơ4 và /3/4 // AC, 

/ 4 / i //0 4 ớị vhụ^/BD. B 

Kết hợp với AC _L ££>, ta có 0 1 0 2 ớ 3 ơ 4 
là hình chữ nhật. 

2) Dễ thấy ĩĩĩỤr 2 = //£#2 = /5c, 

= SĨS4 = /MD, 

//// 3 /^ = HCĨT 2 = tfCỈ, 

S/3//4 = = 7/DA 

Từ đó 

+ + = HBC + ĨĨCB + HAD + HDĂ =180°. 

Vậy //|// 2 // 3 // 4 là tứ giác nội tiếp đường tròn. Từ đó hình chóp 
S.H J H 2 H 3 H 4 có mặt cầu ngoại tiếp. 

Diện tích thiết diện của hình cầu đó và mặt phẳng (ABCD) là diện tích 
hình tròn ngoại tiếp tứ giác HịH 2 H 3 H 4 . 



8 . 


Vì BAC = a, BDC = (3 nên H Ỉ H 4 H 3 =a + /3. Khi ấy . HịH ^ — = 2/? (/? là 

sin (<2 + /?) 

bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác 


H ỉ H 2 H 3 H 4 ), từ đó R = -- “ • 

2 sin(ỡr + p) 

Vậy diện tích hình thu được là 
sin 2 (« + /?) 

(h.54) Gọi /4D là đường kính của đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC, khi đó 
CD 1 AC, mặt khác CD _L SA, từ đó 
CD1 mp(&4C), vậy CD 1 ACj. Theo 
giả thiết, ACj 1 sc nên ACị 1 CjD. 



//m/ỉ 54 
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Tương tự rihư trên, ta GŨng có ABD = 90°, ABịD = 90°. Vậy AD là đường 
kính của mặt cầu đi qua các điểm A, B, c, Bị, Cị. 

Bán kính R của mặt cầu đó cũng là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
BC 

giác ABC, do đó - = 2 R, mặt khác 
sin A 

BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2AB.AC.cosA hay BC = yjb 2 + c 2 - Ibc.cosa , 

\b 2 + c 2 - 2bc.cosa 

vậy R = ---• 

2 sin a 

Chú ý. Có thể chứng minh các điểm A, B, c, Bị, c ỉ cùng thuộc một mặt 
cầu như sau : 

Xét các tam giác vuông SAB, SAC, ta có SA 2 = SB.SBị, SA 2 = SC.SCị, từ 
đó SB.SBị = SC.SCị, suy ra B, c, Bị, Cị cùng thuộc một đường tròn. Như 
vậy, hình chóp A.BCCịBị với đáy BCCịBị có đường tròn ngoại tiếp nên 
hình chóp đó có mặt cầu ngoại tiếp, tức là các điểm A, B, c, Cị, B x cùng 
thuộc một mặt cầu. 


9 . 


(h.55) Gọi O x là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC và các điểm tiếp 
xúc của đường tròn đó với các cạnh là 
M, N, .p. Gọi Aị là trục của đường 
tròn này thì A t chứa tâm của các mặt 
cầụ tiếp xúc với ba cạnh AB, BC, CA. 

Tương tự, nếu gọi A 2 là trục của 
đường tròn nội tiếp tam giác ABD thì 
A 2 chứa tâm của các mặt cầu tiếp xúc 
với ba cạnh của tam giác ABD. Kí 
hiệu điểm tiếp xúc của ba cạnh ấy với 
đường tròn nội tiếp A ABD 1 à Nị, Q, R 
(N J thuộc AB). 


D 



Khi ấy, vì 

4 AB + AC-BC ■ ■ _ AB + AD - BD 

AN =--, ANị = - - — - 


mà AC + BD = AD + BC nên AN = ANị, từ đó N = Nị. 
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Suy ra AB ± mp(0|VƠ 2 ). Mặt khác, Aj _L AB và cắt mp {ABC) tại Oị, À 2 
vuông góc với AB và cắt mp (ABD) tại 0 2 nên Àị, A 2 cùng nằm trong 
mỹ(0ịN0 2 ). Từ đó. Ai cắt A 2 tại điểm o, đó là điểm cách đều năm cạnh 
AB , AC, BC, AD , BD của tứ diện ABCD hay 

OM = ON = OP - OQ = OR. (1) 


Hoàn toàn tương tự như trên, ta cũng có A 2 cắt A 3 (A 3 là trục của đường 
tròn nội tiếp tam giác ACD ) tại O’ và 

0'M = 0'N = 0'Q = 0'R = 0'S (2) 


(S là điểm tiếp xúc của cạnh CD với đường tròn nội tiếp A ACD). 

Từ (1), (2) ta có o, O' cùng là tâm của mặt cầu đi qua bốn điểm M, N, Q, 
R mà M, N, Q, R không đồng phẳng, vậy o = 0\ Đó là tâm mặt cầu tiếp 
xúc với sáu cạnh của tứ diện, bán kính mặt cầu đó là ỌN. 


10. (h.56a,b) 

1) Vì các cạnh của hình chóp tiếp 
xúc với mặt cầu nên 

SA+BC = SB + AC = SC + AB. 
Mặt khác, tâm I của mặt cầu 
thuộc đường cao SH nên dễ 

thấy ISA = ISB = ISC, tức là 
ĨĨSB = ĨĨSĂ = Ksc, từ đó 
SA = SB = sc. 

Vậy AB = BC = CA, từ đó S.ABC là 
hình chóp đều. 

2) Đặt SH = h. Gọi M là trung 
điểm của BC thì mp (SAM) cắt mặt 
cầu theo đường tròn lớn, đường 
tròn này tiếp xúc với SẠ tại Aị, đi 
qua điểm M và cắt AM tại M |, dễ 
thấy AM ị = MịH = HM. 

Vì AS/4]/ co A SHA nên , 


từ đó 


r _ 

l-S ~ y[h : 


AH 
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Từ AH = 2MịH suy ra 


AH 2 = 4Mj// 2 = 4( /Mị 2 - /// 2 ) 

= 4 [r 2 -(h-rSf}. 

Vây ' = 2Ậ 2 -(h-rSf 

^ ^ +4 [,- 2 -(/ ỉ -rV3) 2 ] 

09 h 2 - 1 6rhyỈ3 + \6r 2 = 0 


11 . 


<=>/? = 


4r 


(do h> ỈS> r). 


(h.57) 

1) Vì AC -I AB, AC ± BD nên AC 1 AD. 
Tương tự như trên, ta có CB 1 BD. 
Vậy CD là đường kính của mặt cầu 
ngoại tiếp tứ diện ABCD. 


Dễ thấy CD 2 = CA 2 + AB 2 + BD 2 

2 ,2 2 

= a + b + c , 


tức là 


CD ■ 


v « 2 + è 2 + c 2 . 



Vậy tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là trung điểm của CD và bán 
kính mặt cầu bằng a 2 + b 2 + c 2 . 


2) Gọi C| là điểm thuộc tia đối của tia Ax sao cho ACị = BD. Gọi o là trung 
điểm của AB thì 


ocỊ = acỊ +~, 

1 4 

OŨ 2 = BD 2 +~, 
4 

do đó OCị = OD. 
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Mặt khác CD =AC + BD, từ đó CD = cc x . 

Vậy hai tam giác OCịC và ODC bằng nhau, suy ra OA = OH (trong đó 
OA, OH lần lượt là đường cao của hai tam giác đó). Điểu này khẳng định 
AB 

khoảng cách từ o đến CD bằng-Tị-, tức là mặt cầu đường kính AB tiếp xúc 
với CD. 

12. (h.58) 

1) Vì ( p ) đi qua / và ( p ) _L d 2 , IJ -L d 2 nên ỈJ c= ( p ). 

Vì Hị là hình chiếu của Aị trên ( p ) 
nên A X IH X = a và AịHị II d 2 . Do 
mp (0 song song với mp^) và ( Q ) cắt 
dị, d 2 tại A x , A 2 nên AịA 2 ỈI JHị. Suy ra 
JH x A x A 2 là hình chữ nhật. 

Mặt khác JỈAị = 90°, vậy các điểm I, J, 

A x , A 2 , Hị cùng thuộc một mặt cầu, tâm 
mặt cầu là trung điểm o của JA X , bán 

kính của mặt cầu 1 âR = 2 ^ 1 - Hình 58 

Ta có JÁf = ỈJ 2 + IAỈ = a 2 + —, 
sin 2 a 

từ đó R = - j- 
2 sinỡr 

Diện tích mặt cầu là s = —^— ịa 2 sin 2 a + h 2 \ 

2) Khi mặt phảng ( Q ) thay đổi thì A x luôn thuộc dị mà JO = ~7/4 l , vậy o 

thuộc đường thẳng d 3 đi qua trung điểm K của IJ và d 3 song song với d x . 
Xét mặt phẳng (R) chứa ỈJ và vuông góc với d 3 thì (R) cắt mặt cầu nêu trên 
theo đường tròn tâm K, mà K là trung điểm của IJ nên IJ là đường kính 


\Ja 2 sin 2 a + h 2 . 
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của đường tròn. Đường tròn này cố định, từ đó ta có mặt cầu đi qua các 
điểm /, J, Aị, A 2 , //] luôn qua một đường tròn cố định. 

13. (h.59) 


1) Dễ thấy các đỉnh của hình hộp chữ 
nhật dựng trẽn ba cạnh AB , AC, AD 
cũng thuộc mặt cầu đã cho. Khi ấy 
tâm o của mặt cầu là trung điểm của 
đường chéo AA' của hình hộp, tức là 
hình hộp nêu trên có một đường chéo 
cố định là AA'. 

Mặt khác AA' cắt mp (BCD) tại trọng 
tâm G của tam giác BCD và 

AG = AA '. Vậy mp(BCD) luôn luôn 

đi qua điểm cố định G nói trên. 



D 

Hình 59 


2) Vì DH 1 BC, DA _L mp (ABC) nên AH 1BC. 


Gọi ơ| là trung điểm của BC thì OOị 1 ( BCA ) => 00ị _L AH, từ đó AH _L HO. 
Điểu này khẳng định điểm H thuộc mặt cầu đường kính AO, mặt cầu này 
cố định vì A, o cố định. 


14. (h.60) Gọi A là trục của đường tròn 
đã cho thì À // SO ị. Trong mpcsơ], À), 
đường trung trực của SA cắt A tại 0 2 
thì 0 2 là tâm mật cầu đi qua đường 
tròn đã cho và điểm s, bán kính mặt 
cầu này bằng Ơ 2 Ấ = 0 2 s. Xét các tam giác 
vuông 0 2 A0 và 0 2 IS (ở đó 0 2 ĩ II AO ị), 
ta có 





Vậy bán kính mặt cầu là J/r + ^~ịR z 
16 


rS 5 


và thể tích khối cầu phải tìm là ^-\Í65nR 3 . 

48 

15. Trước hết, ta nhận xét rằng hình hộp nội tiếp mặt cầu phải là hình hộp 
chữ nhật. Từ đó, nếu kí hiệu ba kích thước của hình hộp đó là X, ỵ, z thì 

X 2 + y 2 + z 2 = 4 R 2 . 

1) Thể tích khối hộp chữ nhật là V = xỵz , từ đó V 2 = x 2 y 2 z 2 . Vậy V đạt giá 
2 2 2 4 R 2 2 R 

trị lớn nhất khi và chỉ khi X =y =z = —— hay X = ỵ = z =-j=r , tức hình 

3 V 3 


hộp đó là hình lập phương với cạnh bằng 


2R 

S' 


2) Tổng độ dài các cạnh của hình hộp là T = 4(x + y + z), từ đó 

T 2 =ì6ự + y + z) 2 < 16.3 (x 2 + y 2 + z 2 ) = 192 R 2 . ' 

Như vậy, tổng độ dài các cạnh của hình hộp đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ 

khi X = y = z = —f= hay hình hộp đó là hình lập phương có cạnh bằng 

V 3 ' ' ■ V3 

SÁ 2 

16 . (h.61) Dễ thấy R , từ đó nếu kí hiệu cạnh đáy và chiều cao của hình 

lòH 

chóp lần lượt là a và h thì 


R = 


a 2 +3h 2 
6 h ' 


v 1 a 2 S 

V S.ABC -ỹ 4 
Từ (1), (2) ta có 

V SABC =jỵh(6Rh-yi 2 ) 


( 1 ) 

( 2 ) 


2Ĩ 

12 

£ 

4 


h.3h{2R - h) 
h.h(2R - h). 
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Mặt khác h < 27? nên Vsabc lớn nhất khi và chỉ khi h.h(2R - h ) lớn nhất. 

v , . 4 R 

Điểu này xảy ra khi và chỉ khi h . Khi đó 


a = 3h(2R - h) = 4R\ 2R 


4 R 


8 7? z 


, tức là a = 


2 7? Vó 


Dễ thấy trong trường hợp này, SABC là tứ diện đều có cạnh bằng 


27 ?yfẽ 


• Mở rộng bài toán cho hình chóp / 2 -giác đều cạnh a. 

SA 2 

Ta cũng có R = 2 $ỊỊ ’ tron ê đó SA là một cạnh bên và SH là đường cao của 
a 2 + 4 h 2 sin 2 


hình chóp, từ đó R = 


8 h sin' 


—, suy ra a 2 = 4h{2R - h ) sin 2 — 
2 n n 


2 

Gọi 5 là diện tích đáy của hình chóp / 2 -giác đều cạnh ứ thì s = cot —. 

4 /2 

Khi ấy, thể tích V của khối chóp bằng 


T7 na _ 71 

v= -pr-cot ~.h 
12 n 

= -ị^rCOt^A4/ỉsin 2 3.(27? -/ỉ) 
12 n n 

= ^-cot^sin 2 3 .h.h{2R - h) 

3 n n 

= ^ cot 3 sin 2 — A/ỉ(47? - 2h). 

6 n n 

4^ 

Vậy V lớn nhất khi và chỉ khi /ỉ = và từ đó 


2 _ .2 71 167 ? 

« = sin f 

n 3 


27?- 


47? 


• 2 ít 327? z 
= sin —.— 
n 9 


4R-JĨ n 
tức là <2 =——sin—• 


6-BTHH 12-NC-A 
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Như thế, trong số các hình chóp n~giác đều nội tiếp một mặt cầu bán kính R 

4R 

cho trước thì hình chóp rt-giác đều có chiều cao h = -2- và cạnh đáy 

4R\Í2 . n .. „ L 
a = ——-—sin— có thế tích lớn nhất. 

3 n 

17. (h.62) Kí hiệu cạnh đáy của hình chóp là 
a, chiều cao là h, thể tích khối chóp là V, 

3V 

diện tích toàn phần là S tp thì r = ị—, 

s tp 

3V 

tức là s tp = —— . Vậy s tp nhỏ nhất khi và 

chỉ khi V nhỏ nhất. Mặt khác, cũng từ hệ 
3V 

thức s tp = —, ta có hệ thức liên hệ 


giữa ứ, h và r là 


ah 


( 1 ) 



a + Va 2 + 12 h 2 

(V - ỉ a 2 ^ u - u\ 

{ v = y4- h =n a ’ h r 

Gọi M là trung điểm của BC và đặt SMH = ẹ (đó là góc giữa mp(S5C) 
và mp (ABC), cũng là góc giữa mặt bên và mặt đáy của hình chóp). Khi ấy, 


QyỊị 


-tan (p. 


( 2 ) 


Thay (2) vào (1), ta có a - — + — , từ đó thay vào (2), ta có h = —: COS ( P + ^ . 

V3sin ẹ cos ọ 

e_ 2 _ .„2 1 + cos (p 

Suy ra a =12 r 7 — -- • 

1 - cos ọ 

yíĩ 2 1 + COSỠ l + COSỠ 

■7T' 12r -1—Er5- r - ' "z 

12 1 - cos (Ọ cos ọ 

= s 

COSỘ?(l - COSỘ?) /(l~í) 


với 0 < í = C0SỘ?< 1. 


Xét hàm số/ơ) = 
nhỏ nhất. 


(1 + 
tạ - 1 ) 


, 0 < r < 1, thì V nhỏ nhất khi và chỉ khi fự ) 
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6-BTHH 12- NC-B 





Ta có f'(t) = 2 q + M-Q-q + 0 2 (l-20 = 2(t -t 3 )-(ì-3t 2 -2t 3 ) 
t 2 (ì-tỷ t 2 (ì-t) 2 

= 3r 2 + 2f - 1 
í 2 (l-í ) 2 

/'(0 = 0 <=> t = ỉ. Xét bảng biến thiên sau 



Vậy/(0 đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi t = ị, tức là cosọ= ị. Khi đó 
h = 4r, tan#? = 2 V 2 , từ đó đ = 2r vỏ . 

Vậy khi ớ = 2r V6 , h = 4r thì diện tích toàn phần của hình chóp đạt giá trị 
nhỏ nhất. 

18. (h.63) 

. s 

1) Gọi A J, Bị, Cị lần lượt là trung 

điểm của SA, SB, sc và A 2 , B 2 , c 2 
lần lượt là trung điểm của BC, CA, 

AB. Vì AB, AC là hai tiếp tuyến với 
mặt cầu tại B 2 , C 2 nên AB 2 = AC 2 . 

Suy ra AB = i4C. 

Tưomg tự ta có BA = BC. 

Vậy AB = AC = BC, nghĩa là ABC là 
tam giác đều. 

Gọi o là tâm của tam giác đều ABC 
thì o cũng là tâm của tam giác đều ỵinh 63 

A 2 B 2 C 2 . Kí hiệu Oị là giao điểm của so và mp(AjB 1 C 1 ) thì Oị cũng là tâm 
của tam giác đều AịBịCị (vì phép vị tự tâm s, tỉ số ì biến tam giác ABC 

thành tam giác A { B x Cị). Do mp(A|fi ] C 1 ) song song với mp(ABC) nên OịO đi 
qua tâm I của mặt cầu, đồng thời OịO vuông góc với cả hai mặt phảng đó, 
từ đó SA = SB - sc. Vậy S.ABC là hình chóp đều. 
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2) Dễ thấy tâm I của mặt cầu là trung điểm của 0 X 0 và bán kính r của mặt 

cầu bằng /c 2 . Ta có icị = /ớ 2 + ocị - ~ + ■ 


Vậy diện tích mặt cầu đó bằng 



19. (h.64) 


1) • Gọi I là trung điểm của BB ! thì mặt 
cầu đường kính BBị tiếp xúc với Cy tại J 

khi và chỉ khi IJ = ~BBị. Mặt khác, dễ 

thấy IJ = BC = la. Vậy BBị = 4 a. Hệ 
thức này xác định vị trí điểm Bị. 

• Gọi K là trung điểm của ACị thì mặt 
cầu đường kính AC\ tiếp xúc với Bx khi 
và chỉ khi khoảng cách từ điểm K đến Bx 

bằng ~AC J, tức là KKị = ha y 

BK' = -Ì/ICị, trong đó K' là trung điểm 
của AC. 



Dễ thấy AB = a, AC = ãyfị , từ đó 

ạSý la A 
2 


>BỈC. 


aylĩ 
2 ' 


Như vậy, mặt cầu đường kính ACị tiếp xúc với Bx khi và chỉ khi ACị = a*JĨ , 
từ đó CC| 2 = la 2 - 3 a 2 - 4<2 2 , tức là CCị = 2 a. Hệ thức này xác định vị trí 
điểm Cị. (Khi đó/= Cj). 


2) • Khi BB X = 4 a, cc 1 = 2 a thì BBịCịC là hình thang vuông tại B, c với 
hai đáy có độ dài khác nhau nên BB^CịC không có đường tròn ngoại tiếp. 
Vậy đa diện ABCCịB l không có mặt cầu ngoại tiếp. 
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• Dễ thấy A.BCCịBị là hình chóp đỉnh A, đáy là BCCịBị và mp (ABC) 
vuông góc với mp(ổCC]5i). Từ đó 

Wc,s, = \\( BB \ + CCO-BC.AH 

(AH là đường cao của tam giác vuông ABC ) 

hay VA.BCCíBi = ~7Ì4ữ + 2ớ). AB. AC — — .ôa.a.a “\Ỉ3 — a^yj 3. 

1 1 ố 6 


§2, §3. Khái niệm về mặt tròn xoay. 

Mặt trụ, hình trụ và khối trụ 

20. 1) Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao hình trụ đó lần lượt là R và h. Khi đó 
s d = 7iT? 2 = 4na 2 , S xq = s = 2nRh. 

s 

Từ các hệ thức trên, ta có R = 2a và h = . Như vậy thể tích khối trụ là 

4 ;la • 


V = nR 2 h = 7i.4ớ 2 . —= Sa. 

47tữ 

2) Thiết diện qua trục của hình trụ là hình chữ nhật có các kích thước là 2 R 
và h. Vậy diện tích thiết diện qua trục là 


2Rh = 4a.-^- = ị- 

4na 71 

21. (h.65) 

1) Gọi AA’ là một đường sinh của hình trụ 
thì AA’ - h và AA' II 00 ', khi ấy a = BAA' 

AA' h 

là góc giữa AB và oơ và cosor = —— = —. 

AB a 

Điều này khẳng định góc giữa AB và 00' 
không đổi. 

2) Gọi / là trung điểm của A'B thì có 
Ơ7± mp(A4'5), mặt khác oơ II mp(Ai4'£), 
vậy 07 là khoảng cách giữa AB và 00'. 



Hỉnh 65 
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0,í 
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Vì 07 là trung tuyến của tam giác A'0'B có ba cạnh là A'B = sja 2 - h 2 , 
ƠA' - 0'B = R nên 07 có độ dài không đổi. Dễ thấy 01 = 

22. (h.66) 

1) Giả sử thiết diện qua trục 00' 
của hình trụ là hình vuông ABCD. Khi 
đó AB = AD - 2R. Gọi 0ị là trung điểm 
của 00' thì mặt cầu tâm 0ị ỳ bán kính 
OịB là mặt cầu ngoại tiếp hình trụ. 

Dễ thấy OịB = rJ 2. Vậy diện tích mặt 
cầu là 4 tc(R\/2) = 87 ĩR 2 và thể tích 

khối cầu là ^nÌRy/ĩ) = ^7i/? 3 V2 . Hinh 66 

2) Mặt phảng (p) song song với 00' nên cắt hình trụ theo thiết diện là 
hình chữ nhật có một cạnh bằng AD, cạnh còn lại theo giả thiết bằng R. 
Vậy diện tích thiết diện của hình trụ cắt bởi ( p ) là R.2R = 2 R 2 . 

Vì ( p ) // 00' nên khoảng cách từ tâm Oị của mặt cầu ngoại tiếp hình trụ 
đến (P) bằng khoảng cách từ O' đến (P) và bằng 0'I (/ là trung điểm 

(R^ 3R 2 

của dây cung nói trong giả thiết). Ta có 0'1 2 = R 2 -1 •—i = ——. Tức là 

Rs/3 

0'ỉ - —Y ~. Vì mpCP) cắt mặt cầu trên theo đường tròn nên bán kính r của 


2 - OịB 2 - 0'I 2 = 2R 2 - 


đường tròn được tính theo công thức : 

3/? 2 _ 5 Ịf_ 

4 “ 4 

Vậy diện tích thiết diện của mặt cầu ngoại tiếp hình trụ đã cho khi cắt bởi 
mp(P) 1 àS= 
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23. (h.67) 

1) Kí hiệu o, O' lần lượt là giao điểm 
của các đường thẳng AB, CD với A. Gọi V 
là thể tích cần tìm, v 2 là thể tích hình trụ 
tạo nên khi quay hình chữ nhật OBCO' 
quanh A (với OA < OB) hoặc hình tạo 
nên khi quay hình chữ nhật OADO ' 
quanh A (với OA > OB) ; Vị là thể tích 
hình trụ tạo nên khi quay hình chữ nhật 
OADO' quanh A (với OA < OE) hoặc 
hình trụ tạo nên khi quay hình chữ nhật 
OBCƠ quanh A (với OA > OB ). Khi đó 
V = v 2 - Vị. 

Từ đó, với OA < OB thì 



V = nOB 2 .BC - nOA 2 .AD - 2an [(x + a) 2 - X 2 ] = 2a 2 n(2x + a) 


và với OA > OB thì 

V = nOA 2 .AD - kOB 2 .BC = 2<m\_x 2 -(x-aỷ]= 2an{2x- à). 

4 3 

2) Thế tích khối cầu bán kính bằng AB là Ỷ • Theo giả thiết ta có 
47tứ 3 = 2’ĩia'Qx + à) (với OA < OB) 
hoặc . 47Tứ 3 = 2na 2 (2x - à) (với OA > OB). 


Từ đó X = ậ (với OA < OB) hoặc x - ~2 ( y ới OA > OB). 


24. (h.68) 

1) Gọi I là trung điểm của CD thì 071 CD, 
từ đó 01 _L CD. Vậy a - 010'. 

Dễ thấy AB // CD, tức là ABCD là hình 
thang. Mặt khác 01 _L CD nên 01 JL AB. 
Vậy ABCD là hình thang cân. 

Diện tích s của ABCD được tính bởi. 

s= ị(AB + CD). 01 



Hình 68 
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Ta có : AB = 2R, OI = , 

sin a sin a 

ƠI = 00 ’cota => ID = \lo'D 2 - O'! 2 = V/? 2 - /í 2 cot 2 a 
=> CD = 2-J /? 2 - /í 2 cot 2 ã. 

Vậy s = H2R + 2 s[r 2 - ĩ 2 cot 2 cc).-£- = (r + VF~- h 2 cot 2 ã).-£-- 
I sinứr sum 

2) Trong mặt phẳng (007), kẻ 07/ JL 01 thì H là hình chiếu của điểm O' 
trên mpO 3 ). 


Xét tam giác vuông 07//, ta có 07/ = 07 sina = /z.cot<xsinỡr = h.cosa. 

Kẻ đường cao HJ của tam giác vuông 0'H0 thì 07.00' = 0'H 2 

Q'ff 2 2 

=> 07 = qqT - h.cos z a, từ đó suy ra J là điểm cố định. 

Mặt khác HJ 2 = 07/ 2 - 07 2 = h 2 .cos 2 a - h 2 .cos 4 a = h 2 cos 2 a sin 2 a. 

Vậy HJ có độ dài không đổi, từ đó ta có điểm H thuộc đường tròn tâm 7, 
bán kính cho trước, trong mặt phẳng vuông góc với 00' tại 7. 

Chú ỷ. Cũng có thể thấy H thuộc mặt trụ T có trục là 00', bán kính đáy R' 
cho trước, cụ thể R' = h.cosa.sina, đồng thời H thuộc mặt phẳng vuông 
góc với trục 00' tại điểm 7. Từ đó H thuộc đường tròn là giao của mặt trụ 
T và mặt phẳng nói trên. 


25. (h.69) 

1) Hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ đã 
cho có trục là 00' (O, O' là tâm hai đáy 
của hình lăng trụ) và đường tròn đáy của 
hình trụ này là đường tròn ngoại tiếp đáy 
của hình lăng trụ. 

Dễ thấy bán kính đường tròn đáy của 
hình trụ ngoại tiếp bằng a. Vậy diện tích 
xung quanh của hình trụ đó là 5] = 2nah, 



thể tích khối trụ đó là Vị = nah. 

2) Hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho có trục là 00', đường tròn đáy 
của hình trụ này là đường tròn nội tiếp đáy hình lăng trụ. 
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/r 

Dễ thấy bán kính đường tròn đáy của hình trụ nội tiếp bằng . Vậy : 
diện tích toàn phần của hình trụ đó là 

s 2 = 2n = nasịh + ^-aj, 

thể tích hình trụ đó là 


v 2 =n(^) .h = ịna 2 h. 

26. (h.70a, b) 

1) Vì hình lăng trụ đã cho là hình lăng 
trụ đứng nên chỉ cần chứng minh đáy 
ABCD có đường tròn nội tiếp. 

Gọi / và J lần lượt là trung điểm của AB 
và CD thì IJ _L AB, IJ _L CD. Gọi o là trung 

điểm của IJ thì OI = OJ = y. Kẻ BH _L CD. 
Ta có ỊJ = BH = \IbC 2 - HC 2 




Vậy OI = OJ = a. 

Mặt khác Ơ5 2 = ơ/ 2 + IB 2 

4 

ỠC 2 = ơ / 2 + /I 


5ư z 


/ // 




A ỉ B 
Hình 70b 


= a+ 4ứ = 5ứ z 
từ đó ta có BC 2 = OB 2 + oc 2 . 

Kẻ đường cao OK của tam giác vuông ƠBC thì OK.BC = OB.OC, suy ra 

ứV5 

ỡí:= -2- 


’.Ws 


T 


Vậy ớ là tâm đường tròn nội tiếp hình thang cân ABCD. 
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Vậy hình trụ có trục 00' (ỡ, O' là tâm hai đường tròn đáy) và bán kính 
đáy bằng a chính là hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho. 

2) Diện tích toàn phần của hình trụ đó là 

s = 2na 2 + 2nah = 2n a(a + h) 
và thể tích hình trụ đó là 

V = na 2 h. 

Chú ý. Có thể giải thích ABCD có đường tròn nội tiếp bởi điều kiện 
AB + CD = BC + AD. 

27. (h.71) 

Vì ABCD là hình chữ nhật nên o là. trung Q 

điểm của AC. 

Gọi M là trung điểm của AB thì OịM 1 AB, 

OM _L AB và theo giả thiết, AO - AO Ị. 

Hai tam giác vuông MAO và MAO ị có MA 
chung, OA = OịA nên OM - OịM. 

Từ đó Ốôỹỉ = 45°, do đó ỐÕỹ 2 = 45°. 

_ Hình 71 

Dễ thấy ầO { 00 2 cân tại o, vậy 0ị00 2 = 90°. 

28. (h.72) 



1) Từ S xq = 2nR.OOị (R là bán kính đáy) 


s tp = 2 nR(R + OOị), 



V = 71 R 2 .OO ị = 2kR 3 = 2n. Hình 72 
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3) Gọi AịCị là một cạnh của tt-giác đều nội tiếp đáy hình trụ thì 

\O x Cị = ~ và diện tích đáy hình lăng trụ bằng 

c _ M c _ 1 D 2 . 2tt «_2 2n n . 2n 

s n = n. 5 mớc = n.-R sin^ 1 = sin^l = 2-sin^. 

111 2 n 2 n 2 n 

v„ = S„.ỠO, = nsin-y. 

4) Đường tròn lớn của hình cầu ngoại tiếp hình trụ là đường tròn ngoại tiếp 
thiết diện qua trục. Vậy bán kính mặt cầu là R c = R V 2 (.R là bán kính đáy 
của hình trụ). Từ đó thể tích khối cầu phải tìm là 



5) Với thiết diện ABBịAị như hình vẽ, ta có AịOịBị = 120°, từ đó 
A X B X = 2/?sinl20° = RyÍ3. 

Vậy A ỉ B ỉ =y/3' 

Do đó diện tích thiết diện là : AịBị. AAị - V 3 .2 = 2 >/ 3 . 

29. (h.73) Gọi ơ là trung điểm của trục OịO của 
hình trụ thì O' là tâm mặt cầu đã cho. Kí hiệu 
h và r lần lượt là chiều cao và bán kính đáy 
của hình trụ thì diện tích thiết diện qua trục là 

s td = 2 r.h. 

Mặt khác R 2 = 0'A 2 = r 2 + => 2 = R 2 - 

4 4 

Từ đó s td = h \Ỉ4R 2 - h 2 = Ậ 2 (4R 2 - h 2 ). 

Vậy s td lớn nhất khi và chỉ khi h = R V 2 . 

Khi đó r = Jr 2 - -Ị. 2 R 2 = —~ 2 ~ - ^ , tức là thiết diện qua trục là hình vuông. 

\)V = nr 2 h = 2nr 2 .r = 2ítr 3 = 
s tp = 2 nr 2 + 2nrh = 3 tíR 2 . 






oị 

■ 

1 

.—/ị 

B { 

]/> 

.'ý' 


M 

Hình 73 
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2) • Dễ thấy diện tích đáy của hình lăng trụ 77-giác đều nội tiếp hình trụ là 

f -Ị-r 2 sin—- Vậy thé tích hình lăng trụ đó là 
2 77 ■ 

.. n 2 .„271' 3 . 2ti nR 3 . 2n 

Vị tru = — r sin—-.2r = 777* sin-- = — 7 = sin — . 

" 2 77 n 2 V 2 « 

• Xét đa giác đều 77 cạnh ngoại tiếp đường tròn đáy hình trụ thì độ dài cạnh 
của đa giác bằng 2r tan —, từ đó diện tích đáy hình lăng trụ là 

_ 1 _ 71 2 , TC 

s đáv = 77.— 2r.tan — .7* = «r tan — 

■ 2 n t n 

Vậy thể tích hình lăng trụ 77-giác đều ngoại tiếp hình trụ là 

2 . 7T - - 3 . Tí nR 3 . 71 

777* tan — .2r = 2777* .tan— = —7=^tan—• 

77 n y]2 n 

3) Giả sử thiết diện là MNNịMị thì MNNịMị là hình chữ nhật. Gọi / là 
trung điểm của MiV thì 



Vậy diện tích thiết diện MNN X M X là 

MN.NNị =2ỈM.h = R.Ryfĩ =R 2 .yl2. 
30. (h.74) Vì hình hộp ABCD.A x B l C x D x 
nội tiếp hình trụ nên ABCD.A X B X C X D x 
là hình hộp chữ nhật, trục hình trụ là 
00 x (đoạn nối tâm hai đáy của hình 
hộp) và khoảng cách từ 00 x đến mặt 
phẳng (ABB X A X ) bằng nửa AD. Từ đó 
AD = 3 a. 

BD là đường kính của đường tròn đáy 
hình trụ nên BD = 5a, suy ra 

AB 2 = BD 2 - AD 2 = Ỉ6a 2 , tức là AB = 4 ữ. 
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Dễ thấy DB X A là góc giữa BịD và mặt phẳng (. ABBịAị ), theo giả thiết thì 
DB^Ả = 30°, từ đó B X D = 2AD = 6ứ. 

Vậy = B X D 2 - BD 2 = ?>6a 2 - 25a 2 = lìa 2 , tức là A#! = ứ VĨI. 

Do đó thể tích hình hộp đã cho là 

V = A5. AD.55, =4ứ.3ứ. ữVĨĨ = I2a 3 yfĩĩ. 

Gọi O' là trung điểm của ỚỠỊ thì O' là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình hộp 
chữ nhật ABCD.AịBịCịDị và bán kính của mặt cầu đó là R = = 3 a • 

Từ đó thể tích hình cầu phải tìm là 

V = |ítR 3 = |jt.27,a 3 = 36ra 3 . 

§4. Mặt nón, hình nón và khối nón 

31. (h.75) Gọi Vị là thể tích phần hình nón giữa đỉnh s và mpOP), v 2 là thể tích 
phần hình nón giữa hai mặt phẳng (P) và (<2), v 3 là thể tích phần hình nón 
giữa mặt phẳng ( Q ) và đáy hình nón đã cho. Khi ấy 



Từ (1) và (4) ta có Hình 75 

2(V| + v 2 ) R 3 + R ô _ J R 3 + R' 3 
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32. (h.76) 

1) Gọi đường cao của hình nón là so, 
một đường sinh của hình nón là SA thì 
SÃÕ = a. 

Gọi 0',A' lần lượt là giao của so, SA 
với mpCP) và H là hình chiếu của A' trên 
OA thì 

AH = A'H cota = hcoia 
và bán kính của đường tròn (&) là 

R' = OA' -OẠ - HA =R - hcota. Hình 76 

2) • Gọi Sị là phần diện tích phải tìm, s 2 là phần diện tích xung quanh 
hình nón đỉnh s và đáy là (^). Khi đó Sị = s - s 2 (S là diện tích xung 
quanh của hình nón oAf\ tức là 

Sị = nR.SA - nR'.SA ' 

V cosa cos a) 

= —^—[r 2 -(R- hcota) 2 ] 
cos a 

= h.cota(2R - hcota ) = ~Ể~(2R - hcota). 
cos a sin Cố • 

• Gọi Vị là phần thể tích cần tìm, v 2 là phần thể tích khối nón đỉnh s và 

đáy là đường tròn ( < ễ 7 ). Khi đó 

Vị = V - v 2 (V là thể tích hình nón đã cho) 

= ịnR 2 .SO-ịnR' 2 .SO' 

= ^n(R 2 .Rtana - R' 2 .R'tana) 

= ìĩĩtan a(R 3 - R' 3 ) 

= ì71 tan a\_R 3 - (R - hcota) 3 ~\ 

= ^ỵ( 3R 2 - 3Rhcota + h 2 cot 2 a). 
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33. (h.77a, b). 

1) Gọi / là trung điểm của BC thì 
AI J_ BC. Do ( p ) là mặt phẳng chứa BC 
và vuông góc với mp {ABC) nên AI 1 (P). 

Mặt cầu chứa đường tròn (<if) và đi 
qua điểm A có tâm trùng với tâm của 
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, 
có bán kính bằng bán kính của đường 
tròn này. Vậy bán kính mặt cầu là 

»= ĩH 

R 3 

2) Hình nón thoả mãn các giả thiết đã 
nêu tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A 
và đỉnh s của hình nón thuộc đường 
thẳng AI. Dễ thấy mp {ABC) cắt mặt 
cầu theo đường tròn lớn và cắt hình nón 
theo tam giác cân có cạnh đáy đi 
qua A và tam giác cân này ngoại tiếp 
đường tròn lớn đó. Vì tam giác ABC 
đều nên dễ thấy tam giác cân nói trên 
cũng đều, từ đó cạnh của tam giác này 
bằng 2 a, vậy đường cao của hình nón là 
SẠ = ay[ị . Khi ấy thể tích khối nón 
phải tìm là 

ĩ/ _ 1 2 „ /ĩ na 3 yỉĩ 

V = -ĩĩa .ayỊ 3 = — • 

34. (h.78a, b) 

Gọi thiết diện thu được là AAịBịB. 
Vì 50, = ì SO nên 

A,B, = ịAB = 

Mặt khác ABị IAịB tại / nên 

/o = ^s,/o, = Ìa,b 1 . 


5 



Hình 77a 

s 


ầ 

\ 


l\c 

ấ 



A 

Hình 77b 


s 



A 

Hình 78a 
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A\ Oị Bị 


35. 


Vậy 


OO t =R+j = ~ 



Dễ thấy SOị = ịoO t = ĩệ- 
Từ đó SO = 2R. 

Gọi thể tích phần hình nón phải tính là 
V* thì V* = Vị -V 2 , trong đó : 

V ] là thể tích của hình nón oAf, 

V2 là thể tích hình nón đỉnh s và đáy là thiết diện của oAf được cắt bởi ( p ). 
Ta có thể tích phần hình nón phải tính là 

V* = V l -V 2 = ịn.OB 2 .SO - ịnO^Ỉ .SO ỉ 


1 


= 4-d R 2 2R- -~ 


9 ■ 3 


R 2 2R 52 nR 3 


81 


1) (h.79a) Kí hiệu bán kính đáy hình nón là X, chiều cao hình nón là y 
(0<x<R,0<y< 2R). Gọi SS' là đường kính của mặt cầu ngoại tiếp hình 
nón thì ta có 

x 2 = y(2R-y). 

Gọi V . là thể tích khối nón thì 


Gọi V ị là thể tích khối nón thì 
V ì = ịnx 2 y = ịny.y(2R-y) 


: ỉị{AR - 2y).y.y 


^ n(4R - 2y + y + yỸ _ 32nR 3 

- ỏl 3 J “ 81 

Vậy thể tích Vị đạt giá trị lớn nhất bằng 

4R AA J - 4R ío D 4R ) - 8r2 v _ 2R JĨ 
<^y=221 f từđóx = 2{ 2R ~3j = 9 hayX= 3~ 
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2) Xét mặt phẳng chứa trục của hình 
nón, mặt phảng này cắt hình nón theo 
tam giác cân SAB và cắt mặt cầu nội tiếp 
hình nón theo đường tròn bán kính r và 
hình tròn này nội tiếp tam giác cân SAB 
(h.79b) 

Kí hiệu bán kính đáy hình nón là X, chiều 
cao hình nón là y (x > ơ, y > 2r) thì 

(AH + SA) r = ị AB.SH 
<=> [x + J7Tf)r = xy 



Vậy thể tích hình nón ngoại tiếp mặt cầu bán kính r là 

T/ _ 1 2 _ 1 _ 2 y 2 

v 2 =^nxy=ịnr : ^ 


2 r 


Ta có 


y 2 y 2 - 4r 2 + 4 r 2 4r 2 

-T— —---= y + 2r + -— — 

y - 2r y — 2r y - 2r 


= y-2r + 


4 r 2 
y - 2 r 


+ 4r 


>2 


ịy- 2 r). 


4r 2 

y-2r 


+ 4 r - 8 r. 


Từ đó v 2 > — 71.8r 3 , tức là v 2 đạt giá trị bé nhất khi và chỉ khi 


4 r 2 

y -2r - ——— <=> y = 4 r, 
y -2r 

từ đó X - r\Ỉ2 . 

36. (h.80) 

Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao hình 

nón lần lượt là và y (x, y > 0). Khi đỏ, 

diện tích toàn phần của hình nón là 

/ 2 ~2 . 2 
ĨVCyỊx + y + TCX . 



7-8THH 12-NC-. 
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Theo giả thiết ta có 


V 2 2 2 2 

X + y + 71X = 7U<3 
<=>x^x 2 + ỵ 2 + X - a 2 

<=> Xyịx 2 + y 2 = a 2 -X 2 (điều kiện X < a) 

<=> x 2 (x 2 + V 2 ) = a 4 + X 4 - 2a 2 x 2 

_ 2 2 _ 4 - 2 2.^ 2 _ ứ 4 

OI J = ứ! - 2ứ I <0> X = ——-—. 

r + 2a 2 


Khi đó thể tích khối nón là 


, 4 _4 

T7 1 a na y 

V — — 71——————.V = —---—--—. 

3 y 2 + 2 a 2 ” 3 y 2 + 2 a 2 

Từ đó V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi — — 2 a đạt giá trị nhỏ nhất. 

' y 

To , y 2 + 2ứ 2 2ứ 2 . r 2ứ 2 _ . /r 

Ta có -——— = y + —— > 2jy.—- = 2yỊ2a. 

y y \ y 

2ơ 2 

Vậy V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi y = ——, tức là y =a\Ỉ2 , lúc đó 

a 

2 * 

37. (h.81) 

1) Hình nón ngoại tiếp hình chóp 
S.ABC có đỉnh là s, đáy là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC, 
đường cao là SH, đường sinh là sc. 

Gọi S xq là diện tích xung quanh 
của hình nón thì S xq = 7 1.HC.SC. 

Tac ÓHC=^Y~, 
sc 2 = SH 2 + HỚ = SH 2 +y 

, , , Hình81 

= Sỉ - IH + ~ ự ìầ. trung điểm của AAị). 
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Vì s thuộc đường tròn đường kính AAị nên Sĩ = —Ặ—’ ngoài ra 

lH = AH-AI=ĩệ-ĩỷ = ĩđ. 
v „ r 2 ( aS Ỵ ị w3 ì ú^_ ứ là gyỈ2 

Vậy sc =^J -^J + y = T’ tứclà5C 2 • 

W5 n _ a-S cl 4Ĩ na 1 & 

Vậy S xq = K.~.^ = -^f^. 

Gọi V là thể tích của hình nón nêu trên thì 



2) • Gọi J là trung điểm của AB thì CJ _L AB, do SH _L (ABC) nên SJ1AB. 
Vậy s thuộc mặt phẳng trung trực của AB. Mặt khác 



Vậy s thuộc đường tròn (F) tâm J, bán kính JS nằm trong mặt phảng trung 
trực của AB. Dĩ nhiên đường tròn này cố định. 

• Vì s nằm trên đường tròn (O tâm J và AJ vuông góc với mặt phẳng chứa 
đường tròn này nên AS thuộc mặt nón nhận (F) làm đường tròn đáy và trục 
là AJ (đỉnh A). Tương tự, BS thuộc mặt nón có đáy là đường tròn (r), trục 
là BJ (đỉnh B). 
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38. (h.82) 

1) Đáy hình nón trong bài toán là 
đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

Đường cao hình nón là so ( s là đỉnh 
của hình chóp). 

Gọi / là điểm tiếp xúc của BC với 
đường tròn nội tiếp A ABC thì OI _L BC 
và SI -L BC nên SIO = p. Khi đó, 
chiều cao hình nón là 

h = SO = 01 tan p= rtan/?, 
độ dài đường sinh hình nón là Hình 82 

cos Ị3 cos Ị3 

Vậy diện tích xung quanh của hình nón là 
c = r TO' 2 

s ' =m,l=nr "ĩàp = ửfl- 

Thể tích hình nón là 

1 9 1 9 1 , 

Vị = ịnr h = ịnr .rtan/? = ịnr tan p. 

2) Dễ thấy ba đường cao của ba mặt bên hình chóp S.ABC bằng nhau và 
cùng bằng SI. 

Diện tích xung quanh của hình chóp là 
s 2 = ị(AB + AC + BC).SI. 

Mặt khác AC = ABS , BC = 2 AB, 


s 



s^bc=\ab.ac = Iab 2 S . 

Saabc = \(AB + AC + BC).r = ±(3 + S).AB.r. 
TừâóAB= (Vã + l)r. 

Vậy diện tích xung quanh của hình chóp S.ABC là 


ụ? + S)AB.SI = ỉ(3 + &){S + 1 )r.-^Ẹ 
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Thể tích hình chóp S.ABC là 

v 2 = ị ịABAC.SO = ^Ệ-AB 2 .SO, từ đó 
3 2 6 

v 2 = -ệ(yỉĩ + l) r 2 .rtan/3 
0 

= ^Ấ(yl3 + ỉ ) 2 r 3 tan Ị5. 

0 

39. (h.83) Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao 
của hình nón lần lượt là X, y (x, y > 0), 
bán kính mặt cầu nội tiếp là r, dễ 
tính được 

r - *y 

” \Ịx 2 +y 2 +x 

Vì diện tích hình cầu bằng diện tích đáy 
hình nón nên ta có : An 2 = nx 2 <=> X = 2r, 
lúc đó 

2 ry 3 y 

r = H 7 : s 

Vy 2 + 4r 2 + 2 r h 


s 



Gọi ỈJ là bán kính của đường tròn (W), nhờ AỈJO co A HSA, ta có 

3y 

Thay r =-ị-, X = 2r vào hệ thức 


IJ OJ _ ĨT SH.OJ 

■“777 = “ 77 " <=>//=- 


y-r 


SH AS 
trên, ta được 


// = 


SA 


^ o 


7/77 


.7 , 9/ 
V + —f7— 
^ 16 


3? 

10 ’ 


Kí hiệu diện tích phần thứ nhất của mặt xung quanh hình nón (phần có 
chứa đỉnh của hình nón) là Sj và diện tích xung quanh hình nỗn là S xq thì 


f3 ỵf 
uoi 


4? 


4_ 

25' 
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Kí hiệu diện tích phần thứ hai của mặt xung quanh hình nón là s 2 thì 
Sị 11 14 

s 2 ~ ~ s xq - Sị - 25 _ 1 ” 21* 

i 4 

40 . (h.84) Dễ thấy 4 = ^ỉrr = ¥ỉr => SH \ = 4r và HH \ = 4(K - /•). 

A o/i 4/v 

1) Diện tích toàn phần của hình trụ nội tiếp hình nón tính theo r, R là 
s tp = 2nr 2 + 2nrA(R - r) = - 6nr 2 + 87t/?r. 


2) Vì chiều cao hình trụ là HHị được xác 
định bởi HH\ = 4 (R - r) nên để tính bán 
kính đáy r và chiều cao h của hình trụ nội 
tiếp hình nón sao cho diện tích toàn phần 
của hình trụ đó đạt giá trị lớn nhất, chỉ cần 
tìm r để s tp = 2n(-3r 2 + 4 Rr) đạt giá trị 
lớn nhất (với r < R). Khi coi r thay đổi thì 
s' tp = 27i(-6r + 4 R), từ đó 



... . 2 „ 

Vậy Sfp đạt giá trị lớn nhất khi r = -ị R. 

Lúc đó/z = 4^/?-|/?j = ^. 

41. (h.85) Giả sử o là tâm của đáy hình nón và 
mặt phẳng (a) đi qua hai đường sinh SA, SB. 
Gọi I là trung điểm của AB thì OI _L AB 
và SI _L AB, từ đó SIO = ọ. Theo giả 
thiết ẹ - ỈSB . 



s 



102 





Từ tam giác vuông SIO, ta có sin^ = 


(1) 


Từ tam giác vuông SIB, ta cũng có tan (Ọ = — • 


V f rs, sinọ _ SO SO _ 2 ___ 2 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) suy ra 7777 = 777 == X' Vậy cos <p= 

tanộ 9 /5 * & Ấ: 

2 ÒƠ 

42. (h. 86 ) Gọi / là trung điểm của AB thì OI 1 AB, 5/ ± AB, 0/ = ( 2 . Ta có 

_ /7 

AO = SAcosSAO = -ị-SA, 

A/ = SAcosSA/ = ị SA. 

2 

Từ đ ° ~T 77 = “/=■. Mặt khác = cos ỉ AO 
AO J 3 AO 

_ . 777; _ Vó _ ữ 

3 OA 

3ữ _ ữVó 
Vậy OA = - 7 = = ^- 

V 6 //m/ỉ 56 

Xét tam giác SAO, ta có SA = .^ = a\[ĩ . 

cos30° 2 V3 

Từ đó diện tích xung quanh của hình nón đã cho là 
S xq = 71.OA.SA = n.^Y~.a\lĩ = na 2 yÍ3. 

43. (h.87) Xét mp(P) qua trục so của'hình 
nón thì ( p) cắt hình nón theo tam giác 
cân SAB, (p) cắt mặt cầu ngoại tiếp và 
nội tiếp hình nón theo các đường tròn 
lớn có bán kính lần lượt là R và r. Các 
đường tròn này ngoại tiếp và nội tiếp 
tam giác cân SAB. Kí hiệu V ị, v 2 ỉ à thể tích 

. _ • , v V, (RỸ A 0 B 

của các hình cầu đã nêu thì 77- = — . , „„ 

V 2 V ĩ) Hình 87 
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Đặt SAB = a và gọi / là tâm đường tròn nội tiếp ASAB thì 


2R-- 


Từ đó — = - 


AB 


sinAS£ sìn2a 
1 


AB AB a 

và r = 10 = tan 7 -. 

2 2 


SO 


sin 2 a tan — 
2 


—. Mặt khác tan« = - 2, vậy 

a • AO J 


sin 2<2 = 


2 tan <2 _ 4 

1 + tan 2 a 5 


, 2 = tan <2 = - 


2 tan-ị 


l-tan 2 ậ 

2 


_ a V5 -1 ,, _ < 2 . _ 

=> tăn 2 = 2 " d ° tan 2 > 0 ' 

MU.,..... * _ 5(^5 + 1 ) ., Vị 125(^5 + l) 3 125(75 .+ 2 ) 

Nhưvậyệ = túc là ^ = - 3 64 + • 


44. (h. 88 ) 


• Xét mp(a) qua trục so của hình nón thì 
( a ) cắt hình nón theo tam giác cân SAB, 
( a ) cắt mặt cầu đã cho theo đường tròn lớn 
ngoại tiếp tam giác SAB và ( a ) cắt hình trụ 
đã nêu theo thiết diện là hình vuông MNPQ 
(hình vuông nội tiếp ASAB). 

Đặt SAB = a thì SA = SB = 27?sin<2 

và OB = SBcosa = Rún2a. Từ đó diện tích 
xung quanh của hình nón là 



S xq = 7i/?.sin2<2.2/?sin<2 = 47ttf 2 sin 2 <2C0s<2 = 47t/? 2 (l - cos 2 ớộcosơ. 


Đặt f(t) = (1 - t 2 )t với 0 < t = cosa < 1. 


Dễ thấy /(í) đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi t = 


1 

—Ị= - cos Oi 

s 


<=> tanơ = V2 . Khi ấy — = tana = V2 , tức là so = 0B\Ỉ2. (*) 

UB 

Vậy hình nón có đường cao và bán kính đáy thoả mãn điều kiện (*) nội 
tiếp mặt cầu đã cho có diện tích xung quanh lớn nhất. 
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• Dễ thấy |4 = ^ (đật MQ = MN = x). 

SO - X X SO \fĩx 

Khỉá y^ = AB^ s °- x =M- x =2- 

Từ đó SO=^(2 + y/ĩ). 

Mặt khác SO = OBtâna = Rsm2aXữ.rưx= IRsirĩa. 


( 1 ) 


( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy rax: 


4 R.ị 


4 ^ = ^± = 8 ^ = U( 2 -M 

2 + V 2 2 + V 2 3(2 + 72 ) 3 


Vậy chiều cao của hình trụ phải tìm là “3“ (2 - 4Ĩ). 


Ôn tộp chương II 


Bài tập tự luận 

45. (h.89a,b) Gọi N là trung điểm của BC và J là giao điểm của Nỉ với AD, khi 


đó mp(£C7) chia tứ diện đã cho thành 

Dễ thấy AJ = ị-AD. 

4 

Vì AAị _L mp(BCD) nên mọi điểm 
thuộc AAị cách đều B, c, D, Khi 
đó, tâm o J của mặt cầu ngoại tiếp 
tứ diện BCDJ là giao điểm của AA ! 
với đường trung trực của JD (xét 
trong mp(ẨAjD)). 

Tương tự như trên, tâm ơ 2 của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABCJ là 
giao của DD X với đường trúng trực 
của AJ (xét trong mp(ẤDDj)) (DD X 
là đường cao kẻ từ đỉnh D của tứ 
diện ABCD). 


li tứ diện BCDJ và ABCJ. 


A 
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Gọi E và F lần lượt là trung điểm của DJ và AJ. Xét tứ giác nội tiếp 
0\A x DE (hình 89b), ta có 
AE.AD=A0 ì .AA ị 
AE.AD 


> AO, = 


AAì 


Mặt khác 


. Oa/ó _ a 3a 5 a 
AA '=3’ AE= 4 + f=S 


Từ đó 


AO, = 


5 a.a 


__ 

a\Í6 16 



a^Í6 SớVỏ _ ữVó 
_ 

Vậy bán kính Rị của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện BCDJ là 


và do đó AịOị =AịÁ - AO x = —~— 


RỈ= O x D 2 = AịO 2 + A X D 2 


6 a 2 3 a 2 

: 48 2 + 9 


a a“ 

4Õ + T 


129.iT 

48.8 


>R, = 


uVĨ29 

8^6 


Tứ giác 0 2 D x FA nội tiếp đường tròn nên 
DD x .D0 2 = DF.DA => Z)0 2 = 


DF.DA 
DD, ■ 


Mạt khác DF=^- + ị = ^-,DA = a,DD t = ĩẠ,lừảó 
4 8 8 3 


D0 7 = 


8 8 
la 

~Ỵ- a _ 2 lu Vỏ _ 7áVã 
ỡa/ó ~~ 8.6 ” 16 

T“ 


o_ _ ^ la\Ỉ6 a\Í6 5aj6 , .. , , . 

Suy ra L>ị0 2 = — -—ỳ- = và do đó, bán kính R 2 cua mặt cầu 

ngoại tiếp tứ diện ABCJ là 


106 



Rị = 0 2 A 2 = O 0 Dí + D,A L = - 


|2 Ẩ 2 = 25ư 2 .6 r = 25^ = 153ư 2 


48 


48.8 


48.8 


. .. n ay/ĩ 53 WA .. /?, «VĨ29 , aVĨ53 /43 

từ đó 7?9 = V- • Vậy 44- = - •• . • ! ■ : ■ = /-— 

8V6 «2 8v6 8V6 

46. (h.90) Gọi X là độ dài cạnh đáy, y là 
chiều cao của hình chóp ; R , r lần lượt là 
bán kính mặt cầu ngoại tiếp và nội tiếp 

. - .2 r\ 2. 


hình chóp thì dễ tính được R = 


+ 2 / 
4 y 


•xy 

- yjx 2 +4y 2 


■ Vậy 


|3 A J 


Ị/| ■ /í 

Từ đó -7- nhỏ nhất khi và chỉ khi — nhỏ nhất. 

Vy r 


r/?Ỵ_ 

(x 2 + 2y 2 )(x + J7W) 

V r ) 

4xy 2 



Hình 90 


Gọi ọ là góc giữa mặt bên và mặt đáy của hình chóp thì (p = SỈH (/ là trung 
7 ta nọ => A 

-)(■* + >/* 


điểm của BC). Khi đó y = -^i2ắ\(p => 4y 2 = X tan 2 #?, từ đó 


2 . 2 , 

X tan (p 


\Jx 2 + X 2 tan 2 (p ) 


(2 + tan 2 #?) 1 


JC 3 tan 2 (p 


cos#? 


2 tan 2 (Ọ 


1+ * Ỵí22±1 

cos 2 ạ>)\ 

2 1 - cos 2 ẹ 
cos 2 (p 


1 + cos 2 ọ 1 1 + t 2 

= --77—-- = —• —— - với 0 < t = cos#>< 1 . 

2 cos (p{\ - cos <p) 2 

Như vậy, -^r- nhỏ nhất khi và chỉ khi f(t ) = đạt giá trị nhỏ nhất 

'9 


KI - 0 


(0 < í < 1). 
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Ta cô: m .m^Ị=^zm±h 
W-t)Ỷ 


2t 2 - 2< 3 - 1 + 2f - í 2 + 2f 3 _ f 2 + 2f - 1 

~ f 2 ( 1 - o 2 ’ 


Wl-f)] 2 t 2 (\-t 

f\t) = 0 o ? + 2t - 1 = 0 <B> t = -1 + 72 (do 0 < t < 1) 
Ta CÓ bảng biến thiên 


t 

0 

1 

+ 

ối 

m 


+ 

0 

1 


m 





Vậy/(0 đạt giá trị nhỏ nhất tại r = — 1 + V 2 , tức là cos (p - - 1 + Vĩ 

2 1 

<=> 1 + tan ọ =-— 

3-2V2 

I-3 + 2V2 2(^2 -1) 2 p ; . A 

<=> tan>= ' 2- = _ = /— ■ - = 2(V2 + 1 ) 

3-272 (V5_!) 2 72-1 

<=> tan<£> = 7272 + 2 . 


Vậy hệ thức liên hệ giữa X và y là y = X 
Vi 

Khi đó -ỷ- đạt giá trị nhỏ nhất. 


V2V2+ 2 


47. •VÌỈA=IB = 2a, AIB = 120° nên AB 2 = IA 2 + IB 2 - 2JA. ỈB cos AỈB = Ì2a 2 , từ 
đó A5 = 2ớVỈ . Do CD _L mp(A/Z?) tại /, M = /5 nên CA = C5. Kết hợp với 
giả thiết AZ?C là tam giác vuông, ta có ABC là tam giác vuông tại c và 

C4 = Cfl=^ = a76. 

72 


Vì A5D là tam giác đều nên AD = A5 = 2ứ^ . 

Từ đó Cỉ 2 = AC 2 - A/ 2 = 6ứ 2 - 4ữ 2 = 2a, tức là CI = aJĨ, 


DI 2 = AD 2 - AI 2 =ì2a 2 - 4a 2 = 8ứ 2 , tức là DI = 2ayỈ2 . 


• Hai điểm c, Z) thuộc đường thẳng A vuông góc với mp (AỈB) tại điểm / 
nên có hai trường hợp xảy ra. 
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Trường hợp 1. c, D nằm về hai phía đối với điểm I (h. 9la). 

Dễ thấy CD = 3ayỈ2 , từ đó CD 2 = 18ứ 2 ; mặt khác AC 2 + y4Z) 2 = 18ư 2 , tức là 
CD 2 = AC 2 + AD 2 . Như vậy CAD — 90°. Tương tự ta cũng có CBD = 90°. 

1) Vabcd - V D.AIB + V C.AIB = 3 -^AI.BI sin AIB.ựD + IC) 

= j.^.2a.2a.^-.3a\Ỉ2 = fl 3 V6. 


Gọi s tp là diện tích toàn phần của tứ diện ABCD thì 

D 


Sfp - Sacd + Sbcd + $ABC + $ABD 

= 2.\cdm + ^ + ^Ĩ 
2 2 4 

= Ĩayf2.2a + ị.6a 2 + I2a 2 .ệ 
2 4 

= 6a 2 S + 3 ứ 2 + 3 ứ 2 Vã 

= 3 ữ 2 (l + Vã + 2V2). 



2) Vì CAD = C£Z) = 90° nên CD là đường kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ 

diện ABCD, từ đó bán kính mặt cầu phải tìm bằng và diện tích-mặt 

N _ v 2 ^ 

cầu bằng 1871« . 


3) Gọi r là bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện 


từ đó r = 


3gV6 

3 a 2 (1 + Vã + 2V2) 
a-Vỏ 

1 + %/3 + 2V2 ’ 


Trường hợp 2. C,D nằm về một phía đối 
với điểm / (h.91b). 

!) VABCD = ~ V CAIB - a ^ , 

Sp = 2 a 2 yã + 3 a 2 + 3 a 2 S 
= a 2 ( 3 + 2V2+3V3). 


3V. „„„ 

ASCD thì dễ thấy r= , 


D 
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2) Gọi / là trung điểm của AB thì 
JA =JB - JC. 

Xét đường thẳng Aị đi qua J và vuông 
góc với mp (ABC). Khi đó, mọi điểm 
thuộc Aj cách đều các điểm A, B, c và A| 
nằm trong mp (CDJ) (do mọ{CDJ) vuông 
góc với mp(/45C)). Trong mp (CDJ), 
đường trung trực của CD cắt Aị tại điểm o 
thì OA = OB = oc = OD = R (h.91c). 

Ta có IJ = a,CJ - aS . Kẻ OH 1 IJ thì 


OH = IK = 


3ứV2 



• Xét các tam giác ICJ và HJO , ta có sinC = sini hay 


IJ _ OH 
JC~ JO' 


Vậy JO = 


3ứVỈ _ n 
OH.JC ~2 ' W3 
IJ ~ a 


3 ứVó 
2 


Từ đó oc 2 = CJ 2 + JO 2 = 3 a + 

4 4 


Vậy diện tích mặt cầu phải tìm là 66ĩia 2 . 

3) r __ a 3 yfỏ _ a Vó 

ư 2 (3 + 2V2+3V3) ~ 3 + 3V3+2V2’ 

48 . (h.92) 

Gọi OP) là mặt phẳng đi qua trục của 
hình nón thì (P) cắt hình nón theo tam 
giác cân SAB , cắt mặt cầu theo đường 
tròn lớn, đường tròn này nội tiếp tam 
giác cân. Khi đó, bán kính /*! của hình cầu 
nội tiếp hình nón được tính bởi công thức 
rh 

r| = r + ^T7' 

1) Thể tích hình nón là Vị = Ì 71 r 2 h. 



Thể tích hình cầu nội tiếp hình nón là Vo = 4r-f- ĩ 

3 Uv^ 

vạy Ỵl = 1 

^2 4 r /, 2 
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2 )^ = 1 - 
' V) 4 




1 (l + vl + X ) 
4 ĩ 


Xétf(x) - + + *) _ (Vl + -y + l) (g - 2 - 2-v/l + ĩ) 

4x ’ 4.2x 2 Vx +1 

(-\/ĩ- l ) 2 

Vì -—— 7 .-- > 0 nên khi xét dấu của f(x), ta chỉ cần xét dấu của 

4.2x z Vx + l 

g(x) = X - 2 - 2 Vl + X . Ta có g'(-*) = 1- 7 == 


Dễ thấy g'(*) > 0 vì khi X > 0 thì - F =~ < 1, đồng thời g(x) = 0 <^> X = 8. 
Vx + 1 

Vậy gOO là hàm tăng trên miền X > 0 và g(8) = 0 nên 
với 0 < X < 8 thì g(x) < 0 ; 
với 8 < X < +CO thì g(x) > 0. 

Bảng biến thiên của f(x) 


£(*) 1 



o 

0 

+ 

±00 

f(x) ị 


- 

0 

+ 



/(X) II -—* 2 — 

Vậy giá trị bé nhất của Ỵỵ- bằng 2. 

v 2 

49. (h.93a,b) 

1 N rp * cayf _ OM R 
1) Ta có SM = = . 

sin a sin a 

SO = Rcoỉa. 

Diện tích xung quanh của hình nón là 

s = K R — - kR2 
xq ' sin a sin a 
Thể tích khối nón là 

1 „2 _ 1 -7 

V = ~nR .Rcotá= ^nR cotớr. 




N 

Hình 93a 


2) Giả sử (P) Cắt hình nón theo thiết diện SMN và SM 1 SN, khi đó diện 
tích thiết diện là 
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s ỉ = jSM.SN = 


50. 


2 sin 2 a 

3) Với I là trung điểm của AB thì SIO = /?, 
ỡ/ = SO coự? = R.cota.cot/3. Vậy điểm / thuộc 
đường tròn tâm ơ bán kính i?cotớr.coự? 
trong mặt phẳng chứa đáy hình nón. 

Vì SI quay quanh s và dựa vào đường tròn 
tâm o, bán kính Rcota.cot/3 trong mặt 
phẳng chứa đáy hình nón đã cho nên Sỉ 
thuộc một hình nón cố định với đường cao 
SO, đường tròn đáy của hình nón này là 
đường tròn nêu trên. 

(h.94) Xét mặt phẳng qua ưục hình nón cắt 
hình nón và hình trụ nội tiếp hình nón, ta 
được tam giác cân SAB và hình chữ nhật 
MNNịMị nội tiếp SAB, ởâỏAB = 2r, SH = 3 r, 

MN bằng đường kính của đáy hình trụ, 

NNị bằng chiều cao của hình trụ. 

Kí hiệu r y là bán kính đáy hình trụ, hị là chiều 
cao hình trụ, ta có 0 < r y < r, 0 < hị < h và 
r \ _ SH Ì _ SH - hị _ 3r - /ỉj 

,=9-= SH = 3T L ' từđóftl = 3( '-'' l)Khiđó 

1) Thể tích hình trụ là 

v= 3w, 2 (r-r 1 )= ^r 1 .r 1 (2/--2r 1 ). 

2 r 

Từ đó, V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi r x = 

2) Diện tích xung quanh của hình trụ là 

s - Inrị.hị = 2>!2nr y {r - rị) = 6nr y {r - r x ). 




r 

Từ đó s đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi r ỉ= 2 

Bài tập trắc nghiệm 


1. (B) , 

2. (C) , 

3. (D), 

4. (D) , 

5. (D), 

6. (A), 

7. (C), 

8. (D) , 

9. (C) , 

10. (B) , 

11. (A), 

12. (C), 

13. (B) , 

14. (D) , 

15. (B) , 

16. (A) , 

17. (D) , 

18. (C) > 

19. (B) , 

20. (D) , 

21. (B) , 

22. (A) , 

23. (B) , 

24. (C) , 

25. (D) , 

26. (A) , 

27. (B) , 

28. (A), 

29. (A) , 

30. (A). 
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PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG KHÔNG GIAN 



A ■ CÁC KIÊN THỨC co BẢN VÀ BỀ BÀI 

§ 1. Hệ toạ độ trong không gian 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Hệ toạ độ trong không gian 

Hệ gồm ba trục Ox, Oy , Oz đôi một vuông góc được gọi là hệ trục toạ độ 
vuông góc trong không gian. 

Nếu ta lấy ba vectơ đơn vị i, j, k lần lượt nằm trên Ox, Oy , Oz thì : 

7 =7 =k = 1, Vj = = kì - 0. 

l.Toạ độ của vectơ và của điểm 

Ũ = (x ; y\z) <=> Ũ = xỉ + yj + zk 
M = (x;y;z) o OM = xỉ + yj + zk . 

Nếu A = (x A ; y A ; Z A ), B = (x B ; y B ; Z B ) thì ÃB = (x B - X A ; y B -y A ; Z B - Z A ). 
3. Vectơhằng nhau. Toạ độ của vectơ tổng, vectơhỉệu 
Cho u (jfj ; y x . Zị), V (x 2 ; y 2 ; z 2 y. Khi đó 

n = V <=> x x = x 2 , y x = y 2 , = z 2 . 

w ± V = (x, ±x 2 \y x ±y 2 \z x ± z 2 ) 
ku = (/rxỊ ; ky x ; kz x ), Ả: G R 

mu + nv = (mx x + nx 2 ; my x + ny 2 \ mz x + nz 2 ), m, n G M . 


8-BTHH 12-NC-A 
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4. Hai vectơ cùng phương 

Hai vectơ ữị^x^yp^ị) và V(x 2 ;_y 2 ;z 2 ) cùng phương (ũ * 0) 
<z>3k <= R : V = kũ , tức là 

I x 2 = kXị 

>2 =*yi ha y T' = $- = f-' 

Xj Ji Zị 

z 2 = fe| 

5. Tích vô hướng của hai vectơ 

Cho hai vectơ ũ (JC| ; y 1 ; Zj), V (x 2 ; 3>2 ; ^ 2 )’ Khi đó : 

M.v = |w|.|v|.cos(w,v) =x l x 2 + y x y 2 + ZịZ 2 


lill = = 7 A ' 2 + + z l 2 

AB = u#| = - x ^) 2 + (>'fl - 3^4 ) 2 + (z B - z ^) 2 

Cơs(m,v) = Aị ~* 2 = ^-^2 + 2 1 z 2 - với u * õ, V * õ 

V x f + + z f -yf*2 + y\ + z 2 

M _L V <=> XjX 2 + ^^2 + z l z 2 = 0* 


6. Tích có hướng của hai vectơ 

Trong không gian Oxyz cho hai vecto ũ (Xi ; yị ; Zị), V (x 2 ; y 2 ; z 2 ). Tích 
có hướng của hai vecto u và V , kí hiệu là [ũ,v], được xác định bởi 


Tính chất: 



Z 1 

z 2 


z l 

z 2 


x ì 

x 2 


x l 

x 2 



[ũ,v] _L ũ , [ũ,v] _L V 
|[w, V ]| = ịũ\. IVI sin ( u, V ) 
ũ , V cùng phương <=> [m,v] = 0 
Ũ, V, w đồng phẳng o [ữ,v].w = 0. 
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8-BTHH 12-NC-B 



7. Các ứng dụng của tích có hướng 
Diện tích tam giác : S ABC = Ì|[a£,ẩc]| 

Thể tích khối hộp : V ABCD A ' B 'CD' = |[a£, Ad\.AA\ 

Thể tích tứ diện : V ABCD = Ì|[a£,Ac].AZ)| . 

8. Mặt cầu 

Mặt cầu tâm I(a ; b ; c), bán kính R có phương trình 
(x - aỶ + (y- bÝ + (z- c) 2 = /? 2 . 

Ngược lại, phương trình 

.x; 2 + y 2 + z 2 + 2ax + 2by + 2 cz + d = 0 (*) 

là phương trình của một mặt cầu nếu có điều kiện a 2 + b 2 + c 2 > d. 

Khi đó I{~a ; -b ; -c) là tâm của mặt cầu vầR= 4á 2 + b 2 + c 2 - d là bán 
kính của mặt cầu. 

Nếu a 2 + b 2 + 2 = d, phương trình (*) xác định một điểm duy nhất 
I(~a ; -b ; -c). 

Nếu a 2 + b 2 + 2 < d, không có điểm nào thoả mãn phương trình (*). 

Chú ý. Tróng cuốn sách này, khi nói đến các vectơ 1,J,Ỉ mà không nói gì 
thêm, ta hiểu đó lần lượt là các vectơ đơn vị trên các trục Ox, Oy, Oz trong 
hệ trục toạ độ Oxyz. 

II-ĐỀ BÀI 

1. Cho ba vectơ u (1 ; 2 ; 3), V (2 ; 2 ; -1), w (4 ; 0 ; -4). Tim toạ độ của 
vectơ X , biết: 

a) X = ũ - V ; 

b) X - Ũ - V + 2w \ 

c) X -2 u + 4 V - w ; 

d) X = 5ữ -3v -^-vv ; 
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e)2x-3u = w ; 

g) 2« + V - w + 33? = õ ; 

2. Cho u = (3 ; 2 ; -5). Trong các vectơ sau đây, vectơ nào cùng phương với ũ ? 
«=(-6;-4;,0,, 

c = (6 ; 4 ; 10), 3 = (1 ; -4 ; 2), 

3. Cho vectơ li có điểm đầu là (1 ; -1 ; 3) và điểm cuối là (-2 ; 3 ; 5). 

Trong các vectơ sau đây, vectơ nào cùng phương với u ? 

ã = -6 i + 8y + 4k , ỉ = 4 ] + 2Ĩ, c - 1 - 4 ] + 2Ỉ . 

4. a) Cho ữ = (3 ; -5 ; 6), biết toạ độ điểm đầu của ũ là (0 ; 6 ; 2). Tìm toạ 
độ điểm cuối của ũ . 


b) Cho V = (1 ; 1 ; 
độ điểm đầu của V . 
5. Bộ ba điểm A, B, c 

a) A = (1 ; 3 ; 1), 

b) A = (1 ; 1 ; 1), 

c) A = (0 ; -2 ; 5), 


ì, biết toạ độ điểm cuối củ 

o sau đây thẳng hàng ? 

B = (0 ; 1 ; 2), 

B = (-4 ; 3 ; 1), 

B = (3 ; 4 ; 4), 


V là (2 ; 1 ; 4). Tìm toạ 

C = (0;0;1); 
c = (-9 ; 5 ; 1 ) ; 
c = ( 2 ; 2 ; 1 ); 


d) A = (1 ; -1 ; 5), B = (0 ; -1 ; 6), c = (3 ; -1 ; 5); 

ej A = (1 ; 2 ; 4), B = (2 ; 5 ; 0), c = (0 ; 1 ; 5). 

6. a) Cho ba điểm A(2 ; 5 ; 3), B( 3 ; 7 ; 4), C(x ; y ; 6). 

Tim X, y để A, B, c thẳng hàng. 

b) Cho hai điểm A(-l ; 6 ; 6), B (3 ; -6 ; -2). 

Tim điểm M thuộc mp(ơxy) sao cho MA + MB nhỏ nhất. 

7. Chứng minh bốn điểm A(1 ; -1 ; 1), £(1 ; 3 ; 1), C(4 ; 3 ; 1), D{4 ; -1 ; 1) 
là các đỉnh của một hình chữ nhật. 

Tính độ dài các đường chéo, xác định toạ độ của tâm hình chữ nhật đó. 
Tính côsin của góc giữa hai vectơ AC và BD . 
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8 . a) Cho hình hộp ABCDA'B'C'D' biết A(x x ; y x ; z 1 ), C(x 3 ; y 3 ; z 3 ), 
B '(*2 ; ? 2 ; z 2 )’ D\x' A \y\ ;z A ). Tim toạ độ các đỉnh còn lại. 

b) Cho hình hộp ABCD.A'B'C'Ơ. Biết A(ì ; 0 ; 1), B (2 ; 1 ; 2), D(1 ; -1 ; 1 ), 
C'(4 ; 5 ; -5). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

9. Tính tích có hướng [u,v], biết 

a) u =(1 ;2;-3), V = (-4 ; 1 ; 2); 

b) w = 3Ỉ + 2 ] -k, V = -7 - 3 ] + k ; 

c) « = (0 ; 1 ; -2), V = (3 ; 0 ; -4); 

d) ũ = 4Ỉ + £, V = 2z - j ; 

10. Tính [ữ,v].wbiết 

a) u = (0 ; 3 ; 2); V = (-4 ; 1 ; -3) ; w = (1 ; -2 ; 2); 

b) M = 4? + 7 - 3Ỉ ; V = ~j + 5k ; w = 2Ỉ - 3 ] + ỉ ; 

c) Ũ = ì + J ; V = 1 + J + k ; w = 1 . 

11. Chứng tỏ bốn điểm sau đây là bốn đỉnh của một hình bình hành và tính 
diện tích của hình bình hành đó : (1 ; 1 ; 1), (2 ; 3 ; 4), (6 ; 5 ; 2 ), (7 ; 7 ; 5 ). 

12. Chứng tỏ tám điểm sau đây là tám đỉnh của một hình hộp và tính thể tích 
của hình hộp đó : (0 ; 0; 0), (3 ; 0 ; 0), (0 ; 5 ; 1), (3 ; 5 ; 1), (2 ; 0; 5), (5 ; 0 ; 5), 
(2 ; 5 ; 6), (5 ; 5 ; 6). 

13. a) Tìm trên trục Oy điểm cách đều hai điểm A(3 ; 1 ; 0), B{-2 ; 4 ; 1 ). 
b) Tim trên mặt phẳng (Oxz) điểm cách đều ba điểm 

A(1 ; 1 ; 1)> B(-l ; 1 ; 0), C(3; 1 ; -1). 

14. Cho hai điểm A(2 ; -1 ; 7), B (4 ; 5 ; -2). Đường thẳng AB cắt mp(Ọyz) tại 
điểm M. Điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số nào ? Tim toạ độ điểm M. 

15. Xét sự đồng phẳng của ba vectơ ũ, V , w trong mỗi trường hợp sau : 

a) ũ{\ ; -1 ; 1 ), v(0; 1 ; 2), w(4;2;3); 

b) u(4 ; 3 ; 4), v(2 ; -1 ; 2), w(ì ; 2 ; 1); 

c) ũ - Ãỉ + 2 ] + 5k , V = 3Ỉ + 7 + 3k , w 2Ỉ + ĩ ; 

d) Ũ (-3 ; 1 ; -2), V (1 ; 1 ; 1), w(-2 ; 2 ; 1) ; 
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16. a) Cho 5 (2 ; -1 ; 1), V (m ; 3 ; -1), w (1 ; 2 ; 1). 

Tim m để ba vectơ đồng phẳng. 

b) Cho li (1 ; 2 ; 3), V (2 ; 1 ; m), vv (2 ; m ; 1). 

Tìm m để ba vectơ trên không đồng phẳng. 

c) Cho 5 (1 ; 1 ; 2), V (-1 ; 3 ; 1). Tìm vectơ đơn vị đồng phẳng với 5, V 
và tạo với ũ góc 45°. 

17. Cho ba vectơ 5 (3 ; 7 ; 0), V (2 ; 3 ; 1), iv (3 ; -2 ; 4). 

a) Chứng minh u , V , w không đồng phảng. 

b) Biểu thị vectơ 5 (-4 ; -12 ; 3) theo bạ vectơ u, V , w. 

18. Trong không gian cho ba tia Ox, Oỵ, Oz. Chứng minh rằng nếu tia Ox 
vuông góc với tia phân giác của góc yOz thì xõy + ĩÕz = 180°. 

19. a) Cho hai vectơ 5 (1 ; m ; -1) và ĩ (2 ; 1 ; 3). Tim m để 5 _L b. 

b) Cho hai vectơ 5(1 ; log 3 5 ; m) và b (3 ; log 5 3 ; 4). Tim m để ã 1 b. 

c) Cho hai vectơ ã (2; yỈ3 ; 1) và b (sin5r; cos3í; sin3í). Tim t để ã 1 b. 

d) Cho vectơ ã(2\Ỉ2 ;-l;4). Tìm vectơ b cùng phương với ã, biết rằng 
1*1 = 10. 

e) Cho ã = (2 ; -1 ; 0). Tim vectơ b cùng phương với 5, biết rằng ã. b =10. 

20. a) Tim vectơ đơn vị vuồng góc vói trục Ox và vuông góc với vectơ ã (3 ; 6 ; 8). 

b) Cho vectơ 5(1 ; -2 ; 3). Tìm toạ độ vectơ ĩ) cùng phương với vectơ 5 
biết b tạo với trục Oy một góc nhọn và |ỉ| = VĨ4 . 

c) Vectơ Ũ cọ độ dài bằng 2, tạo với vectơ 5(1 ; 1 ; 1) góc 30°, tạo với 
vectơ b (1 ; 1 ; 0) góc 45°. Tìm toạ độ của vectơ ũ. 

d) Vectơ ũ vuông góc với hai vectơ 5(1 ; 1 ; 1) và b (1 ; -1 ; 3), ũ tạo với 
trục Oz một góc tù và \u\ =3. Tìm toạ độ của vectơ ũ . 

21. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A{\ ; 1 ; 0), B {0 ; 2 ; 1), 

C(1 ; 0 ; 2),Z)(1 ; 1 ; 1). . 

a) Chứng minh bốn điểm đó không đồng phẳng. Tính thể tích tứ diện ABCD. 
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8. a) Cho hình hộp ABCDA'B'C'D' biết A(x 1 ; ỵị ; Zị), C(x 3 ; y 3 ; z 3 ), 
B'(.* 2 ; y ' 2 ; z ' 2 ), D\x\;ỵ' 4 ;z' 4 ). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

b) Cho hình hộp ABCD.A'B'C'Ơ. Biết A(1 ; 0 ; 1), 5(2 ; 1 ; 2), D( 1 ; -1 ; 1), 
C'(4 ; 5 ; -5). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

9. Tính tích có hướng [u,v ], biết 

a) ũ =(1 ; 2 ; -3), V = (-4 ; 1 ; 2); 

b) ữ = 3Ỉ + 2j - k , V = -7 - 3 ~J + ĩ ; 

c) ũ = (0 ; 1 ; -2), V = (3 ; 0 ; -4); 

d) Ũ = Ai + k , V = 2Ỉ - j ; 

10. Tính [«,v].ivbiết 

a) ụ = (0 ; 3 ; 2); V = (-4 ; 1 ; -3) ; w = (1 ; -2 ; 2); 

b) ũ = Ãi + 7 - 3k ; V = ~J + 5k ; w = 2Ỉ - 3 J + k ; 

c) Ũ - i + J ; V = i + ] + k ; w = 1 . 

11. Chứng tỏ bốn điểm sau đây là bốn đỉnh của một hình bình hành và tính 
diện tích của hình bình hành đó : (1 ; 1 ; 1), (2 ; 3 ; 4), (6 ; 5 ; 2), (7 ; 7 ; 5). 

12. Chứng tỏ tám điểm sau đây là tám đỉnh của một hình hộp và tính thể tích 
của hình hộp đó : (0; 0 ; 0), (3 ; 0 ; 0), (0 ; 5 ; 1), (3 ; 5 ; 1), (2 ; 0 ; 5), (5 ; 0 ; 5), 
(2 ; 5 ; 6), (5 ; 5 ; 6). 

13. a) Tim trên trục Oy điểm cách đều hai điểm A (3 ; 1 ; 0), B {-2 ; 4 ; 1). 
b) Tìm trên mặt phẳng {Oxz) điểm cách đều ba điểm 

A(1 ; 1 ; l),ổ(-l ; 1 ; 0), C(3; 1 ;-1). 

14. Cho hai điểm A(2 ; -1 ; 7), 5(4 ; 5 ; -2). Đường thẳng AB cắt mp(ơyz) tại 
điểm M. Điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số nào ? Tìm toạ độ điểm M. 

15. Xét sự đồng phẳng của ba vectơ ũ , V , w trong mỗi trường hợp sau : 

a) ũ (1 ; -1 ; 1), v(0; 1 ; 2), vv(4;2;3); 

b) M (4 ; 3 ; 4), V (2 ; -1 ; 2), w(l ;2; 1); 

c) ữ = Ai + 2j + 5k, V =3 i + j + 3k , w = 2i + k ; 

d) ũ (-3 ; 1 ; -2), V (1 ; 1 ; 1), w(~2 ; 2 ; 1); 
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16. a) Cho ũ (2 ; -1 ; 1), V (m ; 3 ; -1), w (1 ; 2 ; 1). 

Tìm m để ba vectơ đổng phẳng. 

b) Cho ũ (1 ; 2 ; 3), V (2 ; 1 ; m), w{2 \ m ; 1). 

Tìm m để ba vectơ trên không đồng phẳng. 

c) Cho ũ (1 ; 1 ; 2), V (-1 ; 3 ; 1). Tìm vectơ đơn vị đồng phẳng với u , V 
và tạo với M góc 45°. 

17. Cho ba vectơ «(3 ; 7 ; 0), V (2 ; 3 ; 1), w (3 ; -2 ; 4). 

a) Chứng minh u , V , w không đồng phẳng. 

b) Biểu thị vectơ ã (-4 ; -12 ; 3) theo ba vectơ ũ , V , ỹp . 

18. Trong không gian cho ba tia Ox, Oy^Oi. Chứng minh rằng nếu tia Ox 
vuồng góc với tia phân giác của góc yOz thì xõy + xOz = 180°. 

19. a) Cho hai vectơ ã (1 ; m ; -1) và 1 (2 ; 1 ; 3). Tim m để ã _L ĩ. 

b) Cho hai vectơ ã (1 ; log 3 5 ; m) và b (3 ; log 5 3 ; 4). Tim m để ã 1 ĩ. 

c) Cho hai vectơ ã (2 ; ựĩ ; 1) và b (sin5í; cos3í; sin3r). Tim t để ã 1 b. 

d) Cho vectơ ã(2yÍ2 ;-ì;4). Tim vectơ b cùng phương với ã, biết rằng 

Isl = 10. 

e) Cho ã = (2 ; -1 ; 0). Tìm vectơ b cùng phương với ã, biết rằng ã. b =10. 

20. a) Tìm vectơ đơn vị vuông góc với trục Ox và vuông góc với vectơ ã (3 ; 6 ; 8). 

b) Chọ vectơ ã{\ ; -2 ; 3). Tìm toạ độ vectơ b cùng phương với vectơ ã 
biêt b tạo với trục Oy một góc nhọn và \ĩ>\ = Vĩ 4 . 

c) Vectơ ũ cộ độ dài bằng 2, tạo với vectơ ã (ì ; 1 ; 1) góc 30°, tạo với 
vectơ b (1 ; 1 ; 0) góc 45°. Tìm toạ độ của vectơ ũ . 

đ) Vectơ Ũ vuông góc với hai vectơ ã{\ ; 1 ; 1) và 2(1 ; -1 ; 3), ũ tạo với 
trục Oz một góc tù và |w| = 3. Tìm toạ độ của vectơ ũ . 

21. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(1 ; 1 ; 0), B (0 : 2 : n 

C(1 ; 0 ; 2), Z)(l ; 1 ; 1). . ’ 

a) Chứng minh bốn điểm đó không đồng phẳng. Tính thể tích tứ diện ABCD. 
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b) Tim toạ độ trọng tâm của tam giác ABC , trọng tâm của tứ diện ABCD. 

c) Tính diện tích các mặt của tứ diện ABCD. 

d) Tính độ dài các đường cao của tứ diện ABCD. 

e) Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 

g) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

22. Trong không gian Oxyz cho ba điểm A(1 ; 0 ; 0), B( 0 ; 0 ; 1) và 
C(2 ; 1 ; 1). 

a) Chứng minh A, B , c là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Tính chu vi, diện tích tam giác ABC. 

c) Tìm toạ độ điểm D để ABCD là hình bình hành. 

d) Tính độ dài đường cao h A của tam giác ABC kẻ từ A. 

e) Tính các góc của tam giác ABC. 

g) Xác định toạ độ trực tâm tam giác ABC. 

h) Xác định toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

23. Trong không gian Oxyz cho tam giác ABC có 

A = (1 ; 2 ; -1), B = (2 ; -1 ; 3), c = (-4 ; 7 ; 5). 

a) Tính độ dài đường cao h A của tam giác kẻ từ đỉnh A. 

b) Tính độ dài đường phân giác trong của tam giác kẻ từ đỉnh B. 

24. Chứng minh các tính chất sau đây của tích có hướng : 

a) \_ã,b~\ = -[?,đ] ; 

b) [ã,ã] = Ố ; 

c) [ả»,?] = k\_ã,b~\ = ; 

d) [c,ữ +b~\ = [ c,ã ] + [?,?] ; 

e) ơ.[/?,c] = \_ã,b~\.c ; 

g) |[ứ,ỉ]| = |a| 2 .£Ị - iãỉ) . 

25. Cho tứ diện ABCD có A(2 ; 1 ; -1), B (3 ; 0 ; 1), C(2 ; -1 ; 3) và D thuộc 
trục Oy. Biết V ABCD = 5. Tìm toạ độ đỉnh D. 
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26. Cho bốn điểm A(2 ; -1 ; 6), B(-3 ; -1 ; -4), C(5 ; -1 ; 0), D( 1 ; 2 ; 1). 

a) Chứng minh ABC là tam giác vuông. Tính bán kính đường tròn nội tiếp 
của tam giác. 

b) Tính thể tích tứ diện ABCD. 

c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

27. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. 

a) Chứng minh A'C 1 (. AB'D' ). 

b) Gọi M là trung điểm của AĐ, N là trung điểm của BB\ Chúng minh AC 1 MN. 

c) Tính côsin của góc giữa hai vectơ MN và AC\ 

d) Tính V A 'CMN- 

28. Cho tứ diện SABC có sc = CA = AB =ư^/2, sc 1 (ABC), tam giác ABC 
vuông tại A. Các điểm M e SA, N e BC sao cho AM = CN = t(0.<t< 2 a). 

a) Tính độ dài đoạn MN. Tìm giá trị t để MN ngắn nhất. 

b) Khi đoạn MN ngắn nhất, chứng minh MN là đường vuông góc chung 
cúa BC và SA. 

29. Viết phương trình mặt cầu : 

a) Có tâm /(1 ; 0 ; -1), đường kính bằng 8. 

b) Có đường kính AB với A = (-1 ; 2 ; 1), B = (0 ; 2 ; 3). 

c) Có tâm 0(0 ; 0 ; 0) và tiếp xúc với mặt cầu ( s ) có tâm (3 ; -2 ; 4), bán 
kính bằng 1. 

d) Có tâm /(3 ; -2 ; 4) và đi qua A(1 ; 2 ; 1). 

e) Có tâm /(2 ; -1 ; 3) và tiếp xúc với mp(ỡxy). 

g) Có tâm 1(2 ; -1 ; 3) và tiếp xúc với mp (Oxz). 

h) Có tâm 1(2 ; -1 ; 3) và tiếp xúc với mp(ơyz). 

30. Trong các phương trình sau đây, phương trình nào là phương trình của một 
mặt cầu ? Nếu là phương trình mặt cầu, hãy tìm tâm và tính bán kính của nó. 

a) X 2 + y 2 + z 2 - 2x - 6y - 8z + 1 = 0 ; 

b) X 2 + y 2 + z 2 + lOx + 4y + 2z + 30 = 0 ; 

c) JC 2 + y 2 + z 2 - y = 0 ; 
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d) 2x 2 + 2 / + 2z 2 ~ 2x - 3y + 5z - 2 = 0 ; 

e) X 2 + y 2 + z 2 -3x + 4y - 8z + 25 = 0. 

31. a) Viết phương trình mặt cầu đi qua A{ 1 ; 2 ; -4), 5( 1 ; -3 ; 1), C(2 ; 2 ; 3) 
và có tâm nằm trên mp(ơxy). 

b) Viết phương trình mặt cầu đi qua hai điểm A(3 ; -1 ; 2), 5(1 ; 1 ; -2) và 
có tâm thuộc trục Oz. 

c) Viết phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm A( 1 ; 1 ; 1), 5(1 ; 2 ; 1), 
C(1 ; 1 ; 2), D(2 ; 2 ; 1). 

32. Cho sáu điểm ; 0 ; 0), 5(0 ; b ; 0), C(0 ; 0 ; c), A V ; 0 ; 0), 5'(0, 6', 0), 
C'(0 ; 0, c) với aa' = bb' = cc' * 0 ; a -t- a\ b * b\ c c\ 

a) Chứng minh có một mặt cầu đi qua sáu điểm nói trên. 

b) Chứng minh đường thẳng đi qua gốc toạ độ o và trọng tâm tam giác 
ABC vuông góc với mặt phẳng {A'B'C). 

33. a) Tim tập hợp tâm các mặt cầu đi qua điểm A(a ; b ; c) cho trước và có 
bán kính R không đổi. 

b) Cho bốn điểm A (2 ; 0 ; 0), 5(0 ; 4 ; 0), C(0 ; 0 ; 6), D(2 ; 4 ; 6). Tìm tập 
hợp các điểm M trong không gian sao cho 

|ÃM + Mổ + ~MC + m5| = 4. 

c) Cho ba điểm A(a ; 0 ; 0), 5(0 ; b ; 0), C(0 ; 0, c). Tìm tập hợp các điểm 
M trong không gian sao cho MA 2 + MB 2 + MC 2 - MO 2 (o là gốc toạ độ). 

34. a) Cho phương trình X 2 + y 2 + 2 - 4mx + 4y + 2mz + m 2 + 4m = 0. 

Xác định m để nó là phương trình của một mặt Cầu. Khi đó, tìm m để bán 
kính mặt cầu là nhỏ nhất. 

b) Cho phương trình : 

2 2 2~ , 2 . 

X + y + z + 2*cos a - 2yúna - 4z - (4 + sin à) = 0. 

Xác định a để phương trình trên là phương trình của một mặt cầu. Khi đó, 
tìm a để bán kính mặt cầu là nhỏ nhất, lớn nhất. 
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§2. Phuơng trình mặt phẳng 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Vectơpháp tuyến của mặt phẳng 

• Vectơ n * 0 được gọi là vectơ pháp tuyến của mp(ớộ nếu giá của h 
vuông góc với ( a ), viết tắt là h 1 (a). 

• Nếu hai vectơ ữiXị ; yj ; Zị), V ( x 2 ; }>2 ỉ z i) không cùng phương và giá 
của chúng song song với một mp(ữ) (hoặc nằm trên (a)) thì vectơ 

» = [«.»]=(* z ' ; Z| *>;*' y >l 

l yi -2 “2 x 2 x 2 >2/ 

là một vectơ pháp tuyến của mp(a). 

2. Mặt phẳng đi qua điểm M 0 (x 0 ; y G ; Z D ) với vectơ pháp tuyến n(A ; B ; C) 
có phương trình tổng quát là 

A{x - x ữ ) + B(y - y a ) + C(z - z a ) = 0. 

3. Mỗi mặt phẳng đều có phương trình tổng quát dạng 

Ax + By + Cz + D = 0 ' (1) 

với A 2 + B 2 + c 2 * 0. 

Ngược lại, mỗi phương trình có dạng trên đều là phương trình của một 
mặt phảng. 

Nếu mp(«) có phương trình (1) thì vectơ n (A ; B ; C) là vectơ pháp tuyến 
của mp(ỡr). 

4. Các trường hợp đặc biệt 

Xét mặt phẳng (a) có phương trình Ax + By + Cz + D = 0. Khi đó 

• D = 0 «> (a) đi qua gốc toạ độ. 

• c = 0, D ^ 0 <=> (a) song song vớỉ trục Oz. 
c = D = 0 <=> (à) chứa trục Oz. 

• B = c = 0, D *0<=>(a) song song với mp(Oyz). 

B = c = D = 0<=>(ậ) chính là mp(ỡyz). 

(Các trường hợp khác suy ra tương tự). 
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5. Vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 

Cho hai mặt phẳng {tí) : Ax + By + Cz + D = 0 và ( tí ): A'x + B'y + C'z + ơ = 0. 

C'~ D' 


_ A B 


(a) cắt (tí) <=> A : B : c ^ A’: B' : C' 

(Đặc biệt, («) 1 (a') <» AA’ + BB' + CC' = 0). 

6. Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn 

Mặt phảng (a) không đi qua gốc ọ, cắt trục Ox tại điểm (a ; 0 ; 0), cắt trục 
Oy tại điểm (0 ; b ; 0), cắt trục Oz tại điểm (0 ; 0 ; c) có phương trình : 

1 + Z + I = habc *0. 

a b c 

Phương trình này gọi là phương trình theo đoạn chắn của mặt phẳng ( a ). 

7. Góc giữa hai mặt phẳng 

Cho hai mặt phẳng (a): Ax + By + Cz + D = 0 

và {tí) : A'x + B'y + C'z + Ư = 0. 

Gọi ẹ là góc giữa hai mặt phẳng {tí) và {tí), ta có : 

\AA' + BB' + CC'\ 


cos (p- 






' 2 + B' 2 + C' 2 


8. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt phẳng 
Cho mp(«) : Ax + By + Cz + D = 0 và điểm M 0 {x 0 ; y 0 ; z ơ ), khi đó 
\Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D\ 


d{M 0 , (ar)) = 


w + B 2 +c 2 


II - ĐỂ BÀI 


35. Cho điểm M 0 (x 0 ;y 0 ;z 0 ) với x 0 y 0 z 0 * 0. Trong mỗi trường hợp sau, viết 
phương trình mặt phẳng : 

a) Đi qua điểm M ơ và song song với một trong các mặt phẳng toạ độ : 
{Oxy), {Oyz), {Oxz). 
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b) Đi qua các hình chiếu của điểm M 0 trên các trục toạ độ Ox, Oy , 0z . 

c) Đi qua điểm M ơ và lần lượt chứa các trục toạ độ Ox, Oy , 0z. 

36. Trong mỗi trường hợp sau, viết phương trình mặt phẳng : 

a) Đi qua ba điểm A(-l ; 2 ; 3), 5(2 ; -4 ; 3), C(4 ; 5 ; 6). 

b) Đi qua điểm M 0 ( 1 ; 3 ; -2) và vuông góc với trục Oy. 

c) Đi qua điểm M 0 { 1 ; 3 ; -2) và vuông góc với đường thẳng BC với 
5 = (0 ; 2 ; -3), c = (1 ;-4 ; 1). 

d) Đi qua điểm M ơ ( 1 ; 3 ;■ -2) và song song với mặt phẳng 

2x - y + 3z + 4 = 0. 

e) Đi qua hai điểm A( 3 ; 1 ; - 1), 5(2 ; -1 ; 4) và vuông góc với mặt phẳng 

2x - y + 3z + 4 = 0. 

g) Đi qua điểm M 0 (2 ; -1 ; 2), song song với trục Oy và vuông góc với mặt 
phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0. 

h) Đi qua điểm M ữ {-2 ; 3 ; 1) và vuông góc với hai mặt phẳng 

( a ) : 2x + y + 2z + 5 = 0 và {tí) : 3x + 2y + z - 3 = 0. 

37. a) Bốn điểm A(- 1 ; 2 ; 3), Bị 2 ; -4 ; 3), C(4 ; 5 ; 6), 0(3 ; 2 ; 1) có thuộc 
cùng một mặt phẳng không ? 

b) Tìm a để bốn điểm A{ 1 ; 2 ; 1), 5(2 ; a ; 0), C(4 ; -2 ; 5), D(6 ; 6 ; 6) 
thuộc cùng một mặt phẳng. 

c) Cho ba điểm A(1 ; 1 ; 1), 5(3 ; -1 ; 1), C(-l ; 0 ; 2). Điểm c có thuộc 
mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB không ? ' 

38. Cho hai điểm A(0 ; 0 ; -3), 5(2 ; 0 ; -1) và mặt phẳng 

(5) : 3x-Sy + lz- 1 = 0. 

a) Tìm toạ độ giao điểm / của đường thẳng AB với mặt phẳng (5). 

b) Tìm toạ độ điểm c nằm trên mp(5) sao cho ABC là tam giác đều. 

39. Viết phương trình mặt phảng đi qua điểm M 0 { 1 ; 2 ; 4), cắt các trục toạ độ 
Ox, Oy, Oz lần lượt tại các điểm A, 5, c sao cho OA = OB = oc * 0. 
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40. Viết phương trình mặt phẳng đi qua điểm M 0 ( 1 ; 1 ; 1), cắt các tia Ox , Oy, 
Oz tại A, B, c sao cho thể tích của tứ diện OABC có giá trị nhỏ nhất. 

41. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp mặt phẳng cho bởi các phương trình sau : 


a) X - y + 2z 

-4 = 0 

và 

lOx - lOy + 20z 

- 40 = 0 ; 

b) 3*-2y- 

3z + 5 = 

0 và 

9x-6y- 

9z - 5 

= 0; 

c )x + y + z- 

-1=0 

và 

2 x +2y- 

2z + 3 

= 0; 

á) x-2y + z 

+ 3 = 0 

và 

2x~y + Az-2- 

0; ' 

e) X + 2y - z 

+ 5 = 0 

và 

2x + 3y - 

•7z - 4 

= 0. 


42. a) Tìm a để hai mặt phẳng 

X - -^y - z + 5=0 và xsina + ycoscr + zsin 3 a + 2 = 0 
vuông góc với nhau. 

b) Tìm a để vectơ u(sina ; 0 ; sina cos2ớộ có giá song song hoặc nằm 
trên mặt phẳng (P) : X + y + 2z + 6 = 0. 

c) Cho hai mặt phẳng có phương trình : 

2x - my + 3z - 6 + m = 0 và (m + 3)x - 2y + (5 m + 1 )z - 10 = 0. 

Với giá trị nào của m thì hai mặt phẳng đó : 

- Song song với nhau ; 

- Trùng nhau ; 

- Cắt nhau ; 

- Vuông góc với nhau ? 

43. Viết phương trình mặt phẳng trong mỗi trường hợp sau : 

a) Đi qua điểm M ơ (2 ; 1 ; -1) và qua giao tuyến của hai mặt phảng 

x->’ + z- 4 = 0 và 3x - y + z - \ = 0. 

b) Qua giao tuyến của hai mặt phẳng y + 2z-4 = 0vàx + y- z + 3 = 0, 
đồng thời song song với mặt phẳng * + y + z- 2 = 0. 

c) Qua giao tuyến của hai mặt phẳng 3jr-y + z- 2 = 0vàx + 4y-5 = 0, 
đồng thời vuông góc với mặt phẳng 2x - z + 7 - 0. 

44. Xác định các giá trị k và m để ba mặt phẳng sau đây cùng đi qua một 
đường thẳng : 

5x + ky + 4z + m = 0 
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3x-7y + z- 3 = 0 
X - 9y - 2z + 5 = 0. 

45. Cho ba mặt phảng (P) : X + y + z - 6 = 0 

(Q) : mx - 2y + z + m - 1 = 0 

(R) : mx + (m - ì)y - z + 2m = 0. 

Xác định giá trị m để ba mặt phẳng đó đôi một vuông góc với nhau, tìm 
giao điểm chung của cả ba mặt phẳng. 

46. a) Cho mặt cầu có phương trình X 2 + y 2 + z 2 - 6x - 2y + 4z + 5 = 0 và điểm 
M 0 (4 ; 3 ; 0). Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại 
điểm M 0 . 

b) Viết phương trình mặt cầu có tâm /(-2 ; i ; 1) và tiếp xúc với mặt phẳng 
(a) có phương trình X + 2y - 2z + 5 = 0. 

c) Cho bốn điểm A (3 ; -2 ; -2), B {3 ; 2 ; 0), C(0 ; 2 ; 1) và D(~ 1 ; 1 ; 2). 
Viết phương trình mặt cầu tâm A, tiếp xúc với mặt phẳng ( BCD ). 

d) Viết phương trình mặt cầu đi qua ba điểm A(1 ; 0 ; 0), B (0 ; 1 ; 0), 
C(0 ; 0 ; 1) và có tâm I nằm trên mặt phẳng x + y + z- 3 = 0. 

47. a) Viết phương trình mpCP) chứa trục Oz và tạo với mp (a) có phương trình 
2 X + y - yfịz = 0 một góc 60°. 

b) Viết phương trình mp(ổ) đi qua A(3 ; 0 ; 0), C(0 ; 0 ; 1) và tạo với 
mpcơxy) góc 60°. 

48. a) Tìm trên Oy điểm cách đều hai mặt phẳng 

(a): X + y - z + 1=0 và (á) :x-y + z- 5 = 0. 
b) Cho ba điểm A(a ; 0 ; 0), B(0 ; b ; 0), C(0 ; 0 ; c) với <3, b, c là những số 
dương thay đổi sao cho a 2 + b 2 + 2 = 3. 

Xác định a, b, c để khoảng cách từ o tới mp(AZ?C) lớn nhất. 

49. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'CD' có A(0 ; 0 ; 0), B(a ; 0 ; 0), 
D (0 ; a ; 0), Ấ'(0, 0, b) với a, b là những số dương và M là trung điểm 
của cc\ 

a) Tính thể tích tứ diện BDA'M. 

b) Tìm tỉ số Y để mip(A'BD) vuông góc với mp (MBD). 

b 
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50. Cho hai mặt phẳng song song có phương trình 

Ax + By + Cz + D = 0 và Ax + By + Cz + E = 0. 

a) Tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng đó. 

b) Viết phương trình mặt phảng song song và cách đều hai mặt phẳng đó. 

51. Cho tứ diện ABCD với A(3 ; 5 ; -1), B{1 ; 5 ; 3), C(9 ; -1 ; 5), D(5 ; 3 ; -3). 
Viết phương trình mặt phẳng cách đều bốn đỉnh của tứ diện đó. 

52. Trong không gian Oxyz cho hai điểm Mịựị ; y 2 ; Zị), M 2 (x 2 ; y 2 ; z 2 ) không 
nằm trên mặt phẳng (a) : Ax + By + Cz + D = 0. 

Tìm điều kiện cần và đủ để 

a) Đường thẳng MjM 2 cắt (à ); 

b) Đoạn thẳng MịM 2 cắt («) ; 

c) Đường thẳng MịM 2 cắt (à) tại / sao cho Mị nằm giữa / và M 2 ; 

d) Đường thẳng M X M 2 cắt ( a ) tại / sao cho M 2 nằm giữa I và Mị. 

53. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và chiều cao 
bằng h. Gọi / là trung điểm của cạnh bên sc. Tính khoảng cách từ s đến 
mặt phẳng (ABI). 

54. Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh bằng 1. 

a) Tính góc tạo bởi các đường thẳng AC' và A'B. ' 

b) Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh A'B\ BC, DD\ 
Chứng minh AC' vuông góc với mặt phẳng (MNP). 

c) Tính thể tích tứ diện AMNP. 


§3. Phưong trình đưòng thẳng 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Đường thẳng đi qua điểm M 0 (x 0 ; y 0 ; z 0 ) với vectơ chỉ phương ũ (a ; b ; c) có : 
ịx = x ơ + at 

+ Phương trình tham số là ị y = y Q + bt (t € R). 



(Mỗi giá trị t cho ta các giá trị tương ứng X, y, z là toạ độ của một điểm M 
thuộc đường thẳng). 

+ Phương trình chính tắc là : x ~ *° = = llio 

a b c 

với điều kiện abc * 0. 

2. Cho hai mặt phẳng ( a ) và («') lần lượt có phương trình là : 

Ax + By + Cz + D = 0 và A'x + B'y + C'z + ơ = 0 
với điều kiện A : B : c * A': B': C'. 

Điều kiện trên chứng tỏ hai mặt phẳng đó cắt nhau. Gọi d là đường thẳng 
giao tuyến của chúng. Đường thẳng d gồm những điểm M(x;y;z) vừa 
thuộc mặt phảng ( a) vừa thuộc mặt phảng ( a ') nên toạ độ của M là nghiệm 
của hệ : 

ÍAx + By + Cz + D = 0 
[A'x + B'y + C'z + D' = 0. 

Khi đó, u = \n,n'~\ với n = (A; B ; C), n' - (A' ; B' ; C') là một vectơ chỉ 
phương của đường thẳng d. 

3. Vị trí tương đối giữa đường thẳng d (đi qua M ơ và có vectơ chỉ phương ũ) và 
đường thẳng d' (đi qua M' 0 và có vectơ chỉ phương u'). 

+ d và d' cùng nằm trong một mặt phẳng <=> [_u,u '~\. M ữ M ữ = 0. 

+ d = d' o [u,u'] = [ũ,M 0 M' 0 ]=Ò. 

= õ 

+ d II d' j f -+-| 

{[ư,M 0 M' 0 \ * õ. 

... 5 , ,, . , _ _ =0 

+ dvàd cắt nhau <=> Ẳ ^ -ị ° ° 

[[«,«’] ^ Q 

+ d, d' chéo nhau <=> [w,m'].M 0 ả/q ^ 0. 
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Khi giải bài tập, nếu biết phương trình của hai đường thẳng d, d\ ta cũng 
có thể xét vị trí tương đối giữa chúng bằng cách giải hệ phương trình để 
tìm giao điểm. 

Nếu hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì d , d' cắt hhau. 

Nếu hệ phương trình có vô số nghiệm thì d = đ. 

Nếu hệ phương trình vô nghiệm thì d, đ song song hoặc chéo nhau, lúc đó 
cần xét thêm các vectơ chỉ phương của chúng (hai đường thẳng chéo nhau 
khi hai vectơ đó khác phương). 

4. Góc 

+ Cho hai đưòng thẳng d, d' lần lượt có vectơ chỉ phương ữ(a ; b ; c) và 
u'(a'; b '; £.'). Góc ẹ giữa hai đường thẳng đó được tính theo công thức 


_ \u.u'\ _ \ạa'+ bb'+ cc'\ 

cos<3 “ wầ “ UTTTTM^Tb^T^ 


(0< ọ <90°). 


+ Cho đường thẳng d có vectơ chỉ phương u(a ; b ; c) và mp(ớf) có vectơ 
pháp tuyến rỉ (A ; B ; C). Gọi ọ là góc giữa d và (a) thì ọ được tính theo 
công thức 


_ \u.n\ _ I Aa + Bb + Cc\ 

IS1.KI Va 2 + B 2 + c 2 .yja 2 + b 2 + c 2 

5. Khoảng cách 

+ Khoảng cách từ điểm Mị tới đường thẳng A (đi qua M ữ và có vectơ chỉ 
phương ĩ?) là: 


d(M ỉ ,A) = 


[*,*..=] , 
\ư\ 


+ Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau A (đi qua M ơ với vectơ chỉ 
phương Ũ ) và A' (đi qua M' 0 với vectơ chỉ phương u') là : 


d{ A, À') = 



9-BTHH 12-NC-A 
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II - ĐỀ BÀI 


55. Viết phương trình tham số của đường thẳng d, biết: 

, - X + 3 V - 5 z - 1 
* )d: 2 =Z ^3 = ^4 ; 


b) d : 


jc + 3 


lzl 

1 


z + ỉ 

~T~' 


56. Viết phương trình chính tắc của đường thẳng d biết: 

ịx = 2 + 21 ịx = -ì + t 

a )d: ịy = -l + 3t b) d : ịy = 2 - 4t 

[z — —4 + 3 1 [z = 3 + 21. 

57. Viết phương trình tham số hoặc chính tắc của đường thẳng d, biết: 

a) d là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(a ): X - 3y + z = 0 và (a'): X + y - z + 4 = 0; 

b) d là giao tuyến của mặt phẳng y - 2z + 3 = 0 với mặt phẳng toạ độ ( Oyz ). 

58. Cho hai điểm A(2 ; 4 ; -1) và 5(5 ; 0 ; 7). Viết phương trình tham số của 
đường thẳng AB, tia AB và đoạn thẳng AB. 

59. Viết phương trình đường thẳng trong mỗi trường hợp sau đây : 
a) Đi qua A(2 ; 0 ; -1) và có vectơ chỉ phương u = -i + 3j + 5k. 


b) Đi qua A{-2 ; 1 ; 2) và song song với trục Oz. 

c) Đi qua A(2 ; 3 ; -1) và 5(1 ; 2 ; 4). 

ịx - 1 + 2t 

d) Đi qua A(4 ; 3 ; 1) và song song với đường thẳng A : ị y = -3t 

[z = 3 + 21 . 

e) Đi qua A(1 ; 2 ; -1) và song song với đường thẳng giao tuyến của hai 
mặt phẳng (a) :x + y- z + 3 = 0 và ( a ') : 2x - y + 5z - 4 = 0. 


g) Đi qua A{-2 ; 1 ; 0) và vuông góc với mặt phẳng (a): X + 2y - 2z + 1 = 0. 

h) Đi qua A( 2 ; -1 ; 1) và vuông góc với hai đường thẳng lần lượt có vectơ 
chỉ phương là Wj(-1 ; 1 ; - 2) và u 2 (l ; - 2 ; 0). 
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60. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng 

d . x - x 0 = y - y ữ _ z - z 0 

a b c 

trên các mặt phẳng toạ độ. 

ịx = 1 + 2/. 

61. a) Viết phương trình hình chiếu của đường thẳng d : ịy‘= -2 + 31 


trên mỗi mặt phẳng sau : mp(ỡxy), mp(Oxz), mp(Oyz), mp(tf) :x + y + z-7 = 0. 
b) Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng 
7 

X = -Ị- + 31 
2 

d:ịy = -21 
z = -2 1 

trên mặt phẳng (a) : X + 2y - 2z - 2 = 0. 

62. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng d và d' cho bởi các phương trình sau : 




£, x-6 _y + 1_ z + 2 
. X _y + 8_z-4' 

. _ _ _ _ I ; 


x-2 _ y z + ỉ 

d ’: 

x-7 

4 


-6 

X - \ y - 6 z - 3 

d' • 

jr-7 

9 - ^6 _ 3 ’ 


6 

ịx = 9t 



\y = 5t 




d' là giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(«) : 2x - 3y - 3z - 9 = 0 và («') : X - 2y + z + 3 - 0. 

63. Xét vị trí tương đối giữa đường thẳng d và mặt phẳng ( a ) cho bởi các 
phương trình sau : ' 

a) d : = ^+r- = —r~' (a): ỉx + 5y - z -2 = 0 ; 
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bM: £±! = !z! = £, 

7 2 4 3 


c) tì? : 


jc-9__y-l_z-3 


d) í/: 


. x _ y ~~ 1 _ z - 5 


(ứr) : 3x - 3y + 2z - 5 = 0 ; 
(a) : X + 2y - 4z + 1 = 0 ; 
(a) : 3x - y + 2z - 5 = 0 ; 


5 . 1 4 ’ 

e) tì? là giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(P) : 3x + 5y + 7z + 16 = 0 và (Q) : 2x - ỵ + z - 6 = 0, 


( a ) : 5x - z - 4 = 0 . 

64. Trong không gian toạ độ Oxỵz cho bốn đường thẳng : 

, x-\ y - 2 z , x-2 y-2 z 

d ' :: 1 = 2 = ^ 2 ’ ■ 2 = 4 = ^’ 

' 3 2 — 1 - 11 ’ ÚÍ4: 2 "2 "tr- 

a) Chứng minh hai đường thẳng tì?! và tì ?2 cùng nằm trên một mặt phẳng. 
Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng đó. 

b) Chứng minh rằng tồn tại một đường thẳng ú? cắt cả bốn đường thẳng đã 
cho. Hãy viết phương trình chính tắc của đường thẳng d. 

65. a) Tìm tập hợp các điểm cách đều ba điểm A( 1 ; 1 ; 1), B(- 1 ; 2 ; 0), 
C(2 ; - 3 ; 2). 


b) Tìm quỹ tích các điểm M cách đều hai trục toạ độ Ox, Oy và điểm 
A{\ ; 1 ; 0). 

66. Trong không gian toạ độ Oxyz cho hai đường thẳng A và À', trong đó A là 
giao tuyến của hai mặt phảng : 

(a) : 2jc + y + 1 = 0 và (/?) : X - y + z - 1 = 0, 

A' là giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(«’) : 3x + y - z + 3 = 0 và (/?') : 2x - y + 1 = 0. 

a) Chứng minh A và A' cắt nhau. 

b) Viết phương trình chính tắc của các đường phân giác của các góc tạo 
bởi A và A'. 
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67. Tính khoảng cách từ điểm M 0 tới đường thẳng ả trong mỗi trường hợp sau : 

, ư/ T. 1in , X + 2 y - 1 z +1 

a) M 0 (2 ; 3 ; 1), d: —— = ; 

b) M 0 (2 ; 3 ; -1), d là giao tuyến của hai mặt phảng 

(a) : X + y - 2z ~ ỉ - 0 và (a'): x + 3y + 2z + 2 = 0 ; 

c) M o(1 ;2;l), ' d: I = = £±3 ; 

d) M o (l;0;0), = 2^1 = £. 

68. Cho đường thẳng d đi qua điểm M(0; 0; 1), có vectơ chỉ phương «(1; 1; 3) 
và mặt phẳng (à) có phương trình 2x + y- z + 5 = 0. Chứng minh d song 
song với ( a ). Tính khoảng cách giữa d và {à). 

69. Tính khoảng cách giữa các cặp đường thẳng sau : 


ịx = \+ t 

(x = 2-3 ỉ 

1 

T 

II 

Tã" 

<rí 

+ 

CN 

1 

II 

^3* 

U = 1 

[z - 3 1 '; 

hw . X - 1 J + 3 z - 4 
bM ' : 2 = 1 =^2 '■ 

X + 2 y-ì z + 1 

■ 2 : —Ị - -~2~ - T~ 

JC~1 y - 2 z - 3 
c)rf ' : 1 = 2 £= 3 ’ 

Íjt = 2 - t 
d 2 : j y = -1 + t ; 


[z = í 

d) úfj là giao tuyến của hai mặt phẳng ( a ) : 2jc + 3y - 4 = 0 và 


(a') : y + z - 4 = 0, 

í X - 1 + 3t 
d 2 : \ y = 2 + t 
[z = -1 + 2 1. 

70. 1. Tính góc giữa đường thẳng — + - = = z ~ 2 và mỗi trục toạ độ. 
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2. Tính góc giữa mỗi cặp đường thẳng sau : 

ịx = ì + 2t ịx = 2 -1' 

a)-Ịy--l + í. jy = -l + 3í' 

1 z = 3 + 4í, [z = 4 + 2t '; 


b) d : - 1 = ^—ị — = —lị—, í/' là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(«): X + 2ỵ - z + 1 =0 và («'): 2x + 3z - 2 = 0. 


71. Tính góc giữa đường thẳng A và mặt phẳng ( a ) trong các trường hợp sau : 


a) A : 

b) A : 


|x = l + 2í 
I y = -1 + 3í 
[z = 2 -u 
X + 2 _ y - 1 

4 1 


c) A : 

d) A : 


X + 3 
2 

X - 3 


Z+1 

1 

■y-4 

2 


z - 3 
-2 ’ 
z - 3 
1 ’ 
z + 3 
-1 ’ 


(«) :2x-y + 2z-l=0; 

(a ) : X + y - z + 2 = 0 ; 

(a ) :x + 2y~z + 5 = 0; 

( a ) :2x + ý + z- l = 0. 


72. a) Tìm toạ độ hình chiếu (vuông góc) của điểm M 0 ( 1 ; -1 ; 2) trên mặt phẳng 

(à) : 2x - y + 2z + 12 = 0, 

b) Cho bốn điểm A(4 ; 1 ; 4), B( 3 ; 3 ; 1), C(1 ; 5 ; 5), D(1 ; 1 ; 1). Tim toạ 
độ hình chiếu của D trẽn mặt phẳng (ABC). 

c) Cho ba điểm A(1 ; 1 ; 2), B(~2 ; 1 ; -1), C(2 ; -2 ; -1). Tìm toạ độ hình 
chiếu của gốc o trên mặt phảng (ABC). 

73. a) Tim toạ độ điểm đối xứng của M 0 ( 2 ; -3 ; 1) qua mặt phẳng 

(a) : X + 3y - z + 2 = 0. 

b) Tun toạ độ điểm đối xứng của điểm A(0 ; 0 ; 1) qua mặt phẳng : 

6x + 3y + 2z - 6 = 0. 

c) Tim toạ độ điểm đối xứng của điểm B(2 ; 3 ; 5) qua mặt phẳng : 

2x + 3y + z - 17 = 0. 

74. a) Cho hai điểm A(3 ; 1 ; 0), B(-9 ; 4 ; 9) và mp(ớộ : 2x - ỵ + z + 1 = 0. 
Tìm toạ độ điểm M trên (á) sao cho I MA - MB\ đạt giá trị lớn nhất. 
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b) Cho hai điểm A( 3 ; 1 ; 1), B{1 ; 3 ; 9) và mp(a) :jt + y + z + 3 = 0. Tìm 
điểm M trên ( a ) để I MA + Mb\ đạt giá trị nhỏ nhất. 

75. a) Cho ba điểm A{-\ ; 3 ; 2), B{ 4 ; 0 ; -3), C(5 ; -1 ; 4). Tìm toạ độ hình 
chiếu H của điểm A trên đường thẳng BC. 

b) Cho đường thẳng d : x * 2 = và điểm M 0 (4 ; -3 ; 2). Tìm 

toạ độ hình chiếu H của M 0 trên đường thẳng d. 

76. a) Tìm toạ độ điểm đối xứng của M 0 (2 ; -1 ; 1) qua đường thẳng 

ịx = 1 + 2t 
d: ịy = -l-t 
[z = 2 1. 

b) Tìm toạ độ điểm đối xứng của M 0 (-3 ; 1 ; -1) qua đường thẳng d là giao 
tuyến của hai mặt phẳng (a): 4x - 3y - 13 = 0 và («'): y - 2z + 5 = 0. 

c) Tìm toạ độ điểm đối xứng của M 0 (2 ; -1 ; 1) qua đường thẳng d là giao 
tuyến của hai mặt phẳng (a)\ y + z - 4 = 0 và («’): 2jc-y-z + 2 = 0 

77. Viết phương trình đường vuông góc chung của các cặp đường thẳng sau : 

x,*-2 y-3 z + 4 ,, x + ì y-4 z.-4 

a) d: r 3 =^5 ’ d:± r i = z zr = ỉ 5r; 

\ x = 2 + t Ịx = 2 - 2r 

b) d : j y = 1 - t d ': ịy = 3 

[z = 2 1, [z = t. 

78. Cho hình lập phương ABCDA'B'C'D' có cạnh bằng 1. Gọi M, V, p lần lượt 
là trung điểm của các cạnh B'B , CD và ATT. 

a) Tính khoảng cách giữa cặp đường thẳng A'B, B'D và cặp đường thẳng 
PI, AC (/ là tâm của đáy ABCD ). 

b) Tính góc giữa hai đường thẳng MP và ƠN. 

Tính góc giữa hai mặt phạng ( PAI ) và {DCCD'). 

79. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cậnh a, cạnh bên SA 
vuồng góc với mặt phẳng ( ABCD ) và SA = 2 a. Gọi M, N lần lượt là trung 
điểm của các cạnh SA, SD. 
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a) Tính khoảng cách từ đỉnh A tới mặt phẳng ( BCM ) và khoảng cách giữa 
hai đường thẳng SB, CN. 

b) Tính côsin của góc giữa hai mặt phẳng ( SCD ) và (SBC). 

c) Tính tỉ số thể tích giữa hai phần của hình chóp S.ABCD chia bởi mặt 
phẳng (BCM). 

80. a) Cho đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(a):Jt + y + z + l= 0và(a'):*-;y + z- l= 0 . 

và cho hai mặt phẳng (Pị) : X + 2y + 2z + 3 = 0 
(P 2 ) : X + 2y + 2z + 7 = 0. 

Viết phương trình mặt cầu có tâm / thuộc d và tiếp xúc với cả hai mặt 
phẳng (Pị)và (P 2 ). 

. • X y -1 z +1 , 

b) Cho đường thắng d : -ị = — = - - và hai mặt phang 

(Pị): X + y - 2z + 5 = 0 
(P 2 ) : 2x-y + z + 2 = 0. 

Viết phương trình mặt cầu có tâm / thuộc d và tiếp xúc với cả hai mặt 
phẳng (F|) và (P 2 ). 

81. Cho đường thẳng dị đi qua điểm Mj(0;0;l), có vectơ chỉ phương 

W)(0; 1; 0) và đường thẳng d 2 đi qua điểm M 2 (0 ; 0 -1), có vectơ chỉ 

phương u 2 (1 ; 0 ; 0). Tìm tập hợp các điểm M nằm trong mỗi mặt phẳng 

toạ độ và cách đều dị,d 2 . 

82. Trong không gian toạ độ Oxyz cho mặt phẳng 

(à) : Ax + By + Cz + D = 0, ABC * 0 

và điểm A/ 0 (x 0 ; y 0 ; z 0 ) không thuộc ( a ). Các đường thẳng qua M ữ lần lượt 
song song với các trục toạ độ cắt (à) tại Mị, M 2 , Mị. Tính thể tích khối tứ 
diện M 0 M { M 2 M 2 . 

83. Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng : 

íx = 1 + 2 1 
d: ịy =-ì+ t 
[z = 2 - t. 
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Gọi d' là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(a) : 3y - z - 7 = 0 và («') : 3x + 3y - 2z - 17 = 0. 

a) Chứng minh d, d' chéo nhau và vuông góc với nhau. 

b) Viết phương trình mặt phẳng ( p ) đi qua d' và vuông góc với d. Tìm toạ 

độ giao điểm H của d và ( p ). . 

c) Một mặt phẳng ( Q ) thay đổi, luôn song song với mp(ỡxy), cắt d, d' lần 
lượt tại M, M'. Tìm quỹ tích trung điểm / của đoạn MM'. 

84. Trong không gian toạ độ Oxyz, xét đường thẳng A m là giao tuyến của hai 
mặt phẳng ( a ): mx + ỵ - mz - 1 = 0 và («'): x-my + z- m = 0. 

a) Chứng minh góc giữa A m và trục Oz không đổi; khoảng cách giữa A m và 
Oz không đổi. 

b) Tìm tập hợp các giao điểm M của A m và mp(ỡxy) khi m thay đổi. 

85. Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng dị đi qua điểm 
Mj (-23 ; - 10 ; 0), có vectơ chỉ phương Uj(8 ; 4 ; 1) và đường thẳng d 2 đi 
qua điểm M 2 (3 ; - 2 ; 0), có vectơ chỉ phương M 2 (2 ; - 2 ; 1). 

a) Viết phương trình các mặt phẳng (Pị), (P 2 ) lần lượt đi qua dị, d 2 và 
song song với nhau. 

b) Tính khoảng cách giữa dị Vã d 2 . 

c) Viết phương trình đường thẳng A song song với Oz và cắt cả dị, d 2 . 

86. Trong không gian toạ độ Oxyz cho A( 1 ; 2 ; -1), B{- 1 ; 1 ; 1), C(1 ; 0 ; 1). 

a) Chứng minh OABC là một tứ diện vuông đỉnh o. 

b) Chứng minh rằng ngoài điểm o còn có một điểm s duy nhất sao cho 
SABC là tứ diện vuông đỉnh s. Tìm toạ độ của s. 

c) Mặt phẳng (Oxy) chia tam giác ABC thành hai phần, tính tỉ số diện tích 
hai phần đó. 

d) Tĩnh góc giữa mp(A8C) và mp(ỡxy). 

87. Trong không gian toạ độ Oxyz cho mặt cầu 

(5) : X 2 + y 2 + z 2 - 10x + 2 y + 26z —113 = 0 
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và hai đường thẳng 

Ji JC + 5_>’~l_z + 13 


fx = -7 + 3t 
d' : ị y = -l-2t 
[z = 8. 


a) Viết phương trình mặt phẳng CP) tiếp xúc với (S) và vuông góc với d. 

b) Viết phương trình mặt phẳng (ổ) tiếp xúc với (S) và song song với cả d, d\ 
88. Trong không gian toạ độ Oxyz, xét mặt phẳng 

( a m ) : 3 mx + 5a/Ĩ~ - m 2 y + 4 mz + 20 = 0, m e [-1 ; 1]. 

a) Tính khoảng cách từ gốc o tới mặt phẳng (a m ). 

b) Chứng minh rằng với mọi m e [-1 ; 1], ( a m ) tiếp xúc với một mặt cầu 
cố định. 

c) Với giá trị nào của m, hai mặt phẳng (a m ) và ( Oxz ) cắt nhau ? Khi m 
thay đổi, chứng minh rằng các giao tuyến đó song song. 


Ôn tộp chương III 


Bài tập tự luận 

89. Dùng phương pháp hình học, hãy giải các bài toán sau : 

a) Chứng minh 

Jĩx + 2 + yj5y + 2 + yj5z + 2 < ỏVỈ, Vx,y,z > - X + y + z = 6. 

b) Chứng minh |sin JC + síĩ- sin 2 x + sinxVĨ-^sĩn^l < 3, Vx. 

c) Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 

f(x) = y[x + m + Vx + n + + « 

với X, m, n > 0, X + m + n = 1. 

d) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

A = yj(x + l) 2 + y 2 + 4 + ^x 2 + (y + l) 2 + 1, Vx,y. 
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e) Chứng minh : 


^(x-l) 2 +(y-l) 2 +(z + l) 2 + ^ + l) 2 +()>-l) 2 + (z-l) 2 > 2jĩyx,y,z. 
Dấu = xảy ra khi nào ? 

90. Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng d và mặt phẳng ( p ) có 
phương trình : 

x-12 _y-9 _ z-ì 
d: 4 ~ 3 - 1 ’ 

(P):3x + 5y~z-2 = 0. 

a) Tìm toạ độ giao điểm A của đường thẳng đvới mặt phẳng (P). Tính góc 
giữa d và ( p ). 

b) Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua điểm Af 0 ( 1 ; 2 ; -1) và vuông 
góc với đường thẳng d. 

c) Viết phương trình hình chiếu vuông góc d' của d trên mặt phẳng ( p ). 

d) Cho điểm 5(1 ; 0 ; -1), hãy tìm toạ độ điểm B ' sao cho (P) là mặt phẳng 
trung trực của đoạn thẳng BB'. 

e) Viết phương trình đường thẳng A nằm trong mặt phảng ( p ), vuông góc 
và cắt đường thẳng d. 

91. Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng 

( a ): 2x - y + 3z + 1 = 0, 

{tí) :x-y + z + 5 = 0 
và điểm Af( 1 ; 0 ; 5). 

a) Chứng minh {tí) và {tí) cắt nhau.Tính góc giữa {tí) và {tí). 

b) Viết phương trình tham số của giao tuyến À của {a) và {tí). 

c) Gọi H là hình chiếu của M trên mp(a), K là hình chiếu của M trên 
mp(< 2 '). Tính độ dài đoạn HK. 

d) Tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng À. 

e) Viết phương trình đường thẳng đi qua M , vuông góc với À và cắt A. 

g) Viết phương trình mặt phẳng đi qua giao tuyến của {tí), {tí) và vuông 
góc với mặt phảng {P) : 3x - y + 1 = 0. 
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92. Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng : 

|* = 3 +' 

A : ịy = -1 + 2t 

[z = 4. 

Gọi A' là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(a): X -3y + z = 0 và (a'): X + y - z + 4 = 0 
và điểm M Q { 1 ; 1 ; 2). 

a) Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng À và A'. 

b) Viết phương trình mặt phẳng chứa A' và song song với A. 

c) Viết phương trình mặt phẳng qua M Q và vuông góc với À. 

d) Viết phương trình đường thẳng qua M 0 , cắt cả A và A'. 

e) Tính khoảng cách giữa A và A'. 

g) Viết phương trình đường vuông góc chung của A và A'. 

93. Trong không gian toạ độ Oxyz cho bốn điểm A(-2 ; 1 ; 2), 5(0 ; 4 ; 1), 

C(5 ; 1 ; -5), £>(-2 ; 8 ; -5) và đường thẳng d : t. — = — + n = —~T~ • 

3 5 —4 

a) Chứng minh A, B,c, D là bốn đỉnh của một tứ diện. 

b) Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 

c) Viết phương trình mặt cầu ( s ) ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

d) Tìm toạ độ các giao điểm M, N của đường thẳng d với mặt cầu (5). 

e) Viết phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu ( s ) tại M, N. Tính 
góc tạo bởi hai mặt phẳng đó. 

94. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh bằng a. Xét hai điểm M trên 
AD' và N trên DB sao cho AM = DN = k (0 < k <a\Ị 2). Gọi p là trung 
điểm của B'C '. 

a) Tính côsin của góc giữa hai đường thẳng AP và BC\ 

b) Tính thể tích khối tứ diện APBC. 

c) Chứng minh MN luôn song song vói mặt phảng ( A'D'CB ) khi k thay đổi. 

d) Tìm k để đoạn thẳng MN ngắn nhất. 
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e) Khi đoạn MN ngắn nhất, chứng minh rằng MN là đường vuông góc 
chung của AD' và DB , đồng thời MN song song với A'C. 

95. Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho sáu điểm A(2 ; 0 ; 0) ; 
A (6 ; 0 ; 0); 5(0 ; 3 ; 0); B\ 0; 4; 0); C(0; 0; 3) và c (0; 0; 4). 

a) Viết phương trình mp(ABC) và mp(A'£’C'). Tính côsin của góc giữa hai 
mặt phẳng đó. 

b) Viết phương trình giao tuyến A của hai mặt phẳng (ABC) và (ABC). 
Tính khoảng cách từ gốc o tới đường thẳng A. 

c) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC , H' là trực tâm của tam giác 
ABC. Chứng minh ba điểm o, G, H' thẳng hàng. Xác định toạ độ điểm H\ 

d) Gọi ơ là điểm đối xứng của o qua mặt phảng (ABC). Điểm O' có thuộc 
mp (ABC) không ? 

e) Viết phương trình mặt cầu (5) đi qua bốn điểm A, A, B, c. Chứng minh 
rằng mặt cầu đó cũng đi qua B' và c. 

g) Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) và song song với 
mặt phẳng toạ độ (Oxy). 


Bài tập trắc nghiệm 


2 . 


3. 


Cho A(2 ; -1 ; 6), B(- 3 ; -1 ; -4), C(5 ; —1 ; 0), D(1 ; 2 ; 1). Thể tích của 
tứ diện ABCD bằng 

(A) 30; (B) 40 ; (0 50; (D) 60. 

Cho A( 2 ; 1 ; -1), B( 3 ; 0 ; 1), C(2 ; -1 ; 3), điểm D thuộc Oy và thể tích 
của tứ diện ABCD bằng 5. Toạ độ của đỉnh D là 


(A) (0 ; -7 ; 0); 


(B) (0 ; 8 ; 0); 


(C) 


(0 ; - 7 ; 0) 
(0 ; 8 ; 0 ); 


(D) 


(0 ;-8 ; 0 ) 
(0 ; 7 ; 0). 


Cho A(0 ; 0 '; 2), B (3 ; 0 ; 5), C(1 ; 1 ; 0), D (4 ; 1 ; 2). Độ dài đường cao 
của tứ diện ABCD hạ từ đỉnh D xuống mp (ABC) là 


(A) VĨT ; (B) (C) 1 ; (D) 11. 


4. Cho A(0 ; 2 ; -2), B(- 3 ; 1 ; -1), C(4 ; 3 ; 0) và D( 1 ; 2 ; m). Tìm m để bốn 
điểm A, B, c, D đồng phẳng. 
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Một học sinh giải như sau : 

Bước 1 : ÃB = (-3 ; -1 ; 1) ; Ãc = (4 ; 1 ; 2); ÃD= (1 ; 0 ; m + 2). 


Bước 2 : \_AB, Ac\ = Ịl 


-1 1 

1 21 


1 - 3 | 
12 4 


= (-3 ; 10 ; 1) ; 


\_AB, Ac\ AD = 3 + m + 2 = m + 5. 

Bước 3 : A, B, c, D đồng phẳng « [ÃB, Ãc].ÃD = 0 <=> m + 5 = 0. 


Đáp số : m = -5. 

Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) Đúng ; (B) Sai ở bước 1 ; (C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 

5. Cho hai điểm M(-2 ; 3 ; 1), N(5 ; 6 ; -2). Đường thẳng MN cắt mp(ỡxz) 
tại điểm A. Điểm A chia đoạn MN theo tỉ số 

(A) 2 ; (B) -2 ; (C) -ỉ ; (D) ỉ. 

6. Cho A(2 ; 0 ; 0), 5(0 ; 2 ; 0), C(0 ; 0 ; 2), D(2 ; 2 ; 2). Mặt cầu ngoại tiếp tứ 
diện ABCD có bán kính là 

_ Jõ 

(A) 3; (B) V3 ; (C) lệ ; (D) 

7. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' , gọi M, A lần lượt là trung điểm cạnh 
AD và BB\ Côsin của góc giữa hai đường thẳng MN và AC' là 

(A) ^ ; (B) ị ; (C) 1 ; (D) ị. 

8. Cho vectơ w(l; 1; - 2) vàv(l;0;m). Tim w để góc giữa hai vectơ ũ, V có số 

đo bằng 45°. 

Một học sinh giải như sau : 

_ _ 1 - 2 m 

Bước ỉ : cos (u,v) = — . . 

Vó.Vm 2 + 1 

_ ^ Q 1 “ 2m 1 

Bước 2 : Góc giữa ữ, V băng 45 suy ra , = = -7= 

V6Vm 2 +l ^2 

<=> 1 -2m=s4m 2 +1. (*) 
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Bước 3 : Phương trình (*)<=> (1 - 2m) 2 = 3 (m + 1) 

2 „ - _ m =2 - Vó 

<^>m-4m-2 = 0^> 

m - 2 + &. 

Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) Đúng ; (B) Sai ở bước 1 ; (C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 

9. Cho /4(1 ; 1 ; 3), B {-1 ; 3 ; 2), C(-l ; 2 ; 3). Khoảng cách từ gốc toạ độ o 
tới mọ{ABC) bằng 

(A) s ; (B) 3 ; (C) ^ ; (D) 

10; Trong không gian Oxyi cho điểm Ơ(1 ; 1 ; 1), mặt phẳng qua G và vuông 
góc với đường thẳng OG có phương trình là 

(A) x+y+z-3=0; (B) X + y + z = 0 ; 

(C) X - y + z = 0 ; (D) x + y- z- 3 = 0. 

11. Cho hai mặt phẳng ( a ) : 3x - 2y + 2z + 7 = 0 và (/3) : 5x - 4y + 3z + 1 = 0. 
Phương trình mặt phảng qua gốc toạ độ o, đồng thời vuông góc với cả ( a) 
và (Ị3) là 

(A) 2x + y - 2z + 1 = 0 ; (B) 2x + y - 2z = 0 ; 

(C) 2x - y - 2z = 0 ; (D) 2x - y + 2z = 0. 

12. Phương trình mp(P) chứa trục Oy và điểm M (1 ; -1 ; 1) là 

(A)x + z = 0; (B) - y = 0 ; (C) X - z = 0 ; (D)x + y = 0. 

13. Cho mặt cầu GS) : X + y 2 + z 2 - 2x - 4y - 6z - 2 = 0 
và mặt phẳng (à) : 4x + 3 ỵ- 12z + 10 = 0. 

Mặt phảng tiếp xúc với (5) và song song với (à) có phương trình là 

(A) 4* + 3y - 12z + 78 = 0 ; (B) 4x + 3y - 12z - 26 = 0 ; 

(C) í 4 ^ + 3y '~ 12z “ 78 = 0 ( D ) \ 4x + 3 y ~ 12z + 78 = 0 

|_4x + 3y - 12z + 26 = 0; } 4x + 3y - 12z - 26 = 0. 

14. Cho hai mặt phảng 

(a): m 2 x - y + {m 2 - 2)z + 2 = 0 và (J3) : 2x + m 2 y - 2z + 1 = 0. 

( a ) vuông góc với {p) khi 

(A) \m\ = 2\ (B) Iml = 1 ; (C)lwl=V2; (D)lml=V3. 
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15. Trong không gian Oxyz cho hình lập phương ABCD.A'B'CƠ với A(0 ; 0 ; 0), 
5(1 ; 0 ; 0), D (0 ; 1 ; 0), A'(0 ; 0 ; 1). Gọi M và N lần lượt là trung điểm 
của các cạnh AB và CD. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng A'C 
và MN. 


Một học sinh giải như sau : 

Bước 1 : Xác định Tcc = (1 ; 1 ; -1) ; MN = (0 ; 1 ; 0). 

Suy ra [Ãr, ÃĨn] = (1 ; 0 ; 1). 

Bước 2 : Mặt phẳng (a) chứa A'C và song song với MN là mặt phảng qua 
A'(0; 0; 1) và có vectơ pháp tuyến n (1 ; 0 ; 1) => (à) : X + z - 1 = 0. 

2 +0_1 1 

Bước 3 : d(A'C, MN ) = d(M, ( a))-= ■ = .- - = —w 

VI 2 + o 2 + l 2 2 ^ 2 


Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) Đúng ; (B) Sai ở bước 1 ; (C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 

ịx = \ — t 

16. Cho hai đường thẳng d] : - — -J— = -~Y~~ ỉ ^2 : I .y = 1 + 2/ và điểm 

[z = ~ì + t 

A(1 ; 2 ; 3). Đường thẳng A đi qua A, vuông góc với dị và cắt d 2 có phương 
trình là 


(A) 


(C) 


X - 1 y - 2 z — 3 ' 

1 “ -3 “ -5 ; 

II 

H i 

ê 

X - 1 y - 2 z - 3 

1 “ 3 “ 5 ; 

. (D)—= 


-3 -5 ; 


17. Cho A (0 ; 0 ; 1), B (-1 ; -2 ; 0), C(2 ; 1 ; -1). Đường thẳng A đi qua trọng 
tâm G của tam giác ABC và vuông góc với mp(A5C) có phương trình là 


(A) 


* 3 5 ' 

y = -Ị-4r 
z = 3/ 


(B) 


. 1 - 
X = ^ + 5t 


y = -ị- 4t 


1 = 3r 
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í 1 c 

X = Ỷ + 5t 



x = ị-5, 



(C) < 

1 . 

y = -l + 4t 


(D) < 

1 

y= 3 - 4f 



z - 3t 



[z = -3 1. 


18. 

, X — 3 

Cho đường thẳng d : —y— = 

y-3 

3 

= mpO) : X + y 

- z + 3 = 0 và điểm 


A(1 

; 2 ; -1). Đường thẳng A qua A cắt 

d và song 

song với mp (a) có 


phương trình là 






(A) - 

X - 1 y - 2 z + 1 



c - 1 y - 

2 z + 1 


ĩ “ 2 “ ĩ ’ 


(B) - 

~~r~^2 

ĩ ’ 


(C) - 

X - \ y - 2 z + 1 



:-ì _y~: 

2 z + 1 


~T~ ~ -2 ~ -1 ’ 


(D)- 


ĩ 

19. 

Cho 

mặt phẳng (P) : 3x + 4y + 5z 

+ 8 = 0 

và đường thẳng d là giao tuyến 


của hai mặt phẳng ( a ) : X - 

2 y+ 1 

= 0 và {p) : X - 2z - 

-3 = 0. Gọi <p là góc 


giữa 

đường thẳng d và mp(P). Khi 

đó 




(A) ạ>= 30°; (B) <p = 45°; 

(C) <p = 

60°; 

(D) (Ọ = 90°. 

20. 

Cho 

A(5 ; 1 ; 3), B(-5 ; 1 : 

; -1), C(1 ; -3 

; 0), D(3 ; 

-6 ; 2). Toạ độ của 


điểm 

1 A' đối xứng với A qua 

mp(BCĐ) là 




(A)( 

-1 ; 7 ; 5) ; (B) (1 ; 7 

; 5); 

(C) (1 ; 

-7 ; 5); 

(D) (1 ; -7 ; -5). 

21. 

Cho 

A(3 ; 0 ; 0), B(0 ; -6 

; 0), C(0 ; 0 ; 6) và mp(ơ) X + y + z - 4 = 0. 


Toạ độ hình chiếu vuông góc của trọng tâm tam giác ABC trên mp(«) là 


(A)(2;-l ;3); (B) (2 ; 1 

;3); 

(C) (-2 

; -1; 3); 

(D) (2 ; -1 ; -3). 


22. Cho đường thẳng d : — 2 “ = ^ + — - —Ỵ— • Hình chiếu vuông góc của d 
trên mặt phẳng toạ độ ( Oxy ) là 


r x = 0 

1 

X = 1 + 2 1 

y = -ì-t 

(B) 

y = -ì + t 

z = 0 

1 

z = 0 

X = -1 + 2 1 


ịx = -1 + 2 1 

y = 1 + t 

(D) < 

\y = -i + t 

z = 0 


[z = 0. 


10 -BTHH 12-NC-A 
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f* = -8 + 4í 

23. Cho đường thẳng d : ị y = 5 - 2t và điểm A (3 ; -2 ; 5). Toạ độ hình chiếu 



của điểm A trên d là 

(A) (4 ; -1 ; 3); (B) -4 ; 1 ; -3); (C) (4 ; -1 ; -3); (D) (-4 Ị -1 ; 3). 

24. Cho hai đường thắng dị : -ị-— = - = —2 và đ 2 : —1 = 2~ = 2 — 

Khoảng cách giữa dị và d 2 bằng 

(A) 4^2 ; (B) ; (C) I ; (D) 

ịx = 2 + t ịx = 2 - 2t 

25. Cho hai đường thẳng dị : ị y = 1 - t và d 2 : ị y = 3 

[z = 2r [z = í. 

Mặt phảng cách đều hai đường thẳng dị, d 2 có phương trình là 
(A) X + 5y + 2z + 12 = 0; (B) X + 5y - 2z + 12 = 0 ; 

(C) X - 5j + 2z - 12 = 0 ; (D) x + 5y + 2z-12 = 0. 

I X = 5 + 2t ịx = 9-2 1 

y = \ - t và d 2 : ịy = t 

z = 5 - t [z = -2 + t. 

Mặt phẳng chứa cả dị và d 2 có phương trình là 

(A) 3x - 5_y + z - 25 = 0 ; (B) 3* + 5y + z - 25 = 0 ; 

(C) 3x - 5y - z + 25 = 0 ; (D) 3 x+y+z- 25 = 0. 

27. Cho đường thẳng d : —~ 2 ~ - — = 2 và - 2y + 2z - 1 = 0. 

Mặt phẳng chứa í/ và vuông góc với mp(P) có phương trình là 
(A) 2x-2_y + z- 8 = 0; (B) 2x - 2y + z + 8 = 0 ; 

(C) 2x + 2y + z - 8 = 0 ; (D) 2x + 2y - z - 8 = 0. 
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28. Cho hai điểm A( 1 ; 4 ; 2), B(- 1 ; 2 ; 4) và đường thẳng A : p = 

Điểm M E À mà MA 2 + Mổ 2 nhỏ nhất có toạ độ là 

(A) (-1 ; 0 ; 4) ; (B) (0 ;-1 ; 4); (C) (1 ; 0 ; 4); (D) (1 ; 0 ;-4). 

29. Cho hai điểm A(3 ; 3 ; 1), B{ 0 ; 2 ; 1) và mp(P) :x + y + z-7 = 0. Đường 
thẳng d nằm trên mp(P) sao cho mọi điểm của d cách đều hai điểm A, B có 
phương trình là 




30. Cho hai đường thẳng dị : — Y~ = ^~ 2 ~ = ~Z\' ^2 : -£ 7 “ = — 2 ~ = “ 3 — 


(A) ■ 
(C) 


z-9 

4 


Phương trình đường vuông góc chung của dị và d 2 là 

X - 3 _ y - 1 _ £ - 1 # ^ x-1 _ y - 3 

= = (d) £zZ = Zz1 = £ii£. 

2 “ -1 4 ; v ; 2 1 -4 • 

= t 


31. Cho hai đường thẳng d x : 


X -3 
-2 


: y ~ 6 
2 


z - \ 

ĩ 


và dọ 


Đường thẳng đi qua điểm A(Q ; 1 ; 1), vuông góc với dị và cắt d 2 có 
phương trình là 


( M i-yzl = Lzl. 

(A) 1-3 4 


(C) £^ỉ = JL = lzl. 

1 ; -1 -3 4 


Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' cạnh đáy bằng a và AB' J_ BC\ Tính 
thể tích khối lăng trụ. 
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Một học sinh giải như sau : 

Bước 1 : Chọn hệ trục toạ độ như hình 95. Khi đó 



(h là chiều cao của lăng trụ), suy ra 

— = (_£ . ạV3 


2 ’ 2 


■;h , 


BC' -- 


a ay/ĩ 
~2 ’ ~~ 2 ~ 

Bước 2 : AB' ± BC' 


3a z 


AB'.BC' = 0 =>^--^- + r 
4 4 


h = 


ayỊ2 


ịề aVĨ ạ 3 Vẽ 

Bh-ớc 5 : v lang trụ = Bh = — 



Hình 95 


Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) đúng ; (B) Sai ở bước 1 ; (C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 


B ■ LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - BẮP số 


§1. Hệ toạ độ trong không gian 

1. a)Jc=(l-2;2-2;3 + 1) = (-1 ; 0 ; 4). 

b) X =(-l+8;0 + 0;4-8) = (7;0; -4). 

c) X = (2 + 8 - 4 ; 4 + 8 - 0 ; 6 - 4 + 4) = (6 ; 12 ; 6). 

d) X =(5-6-2; 10-6 + 0; 15+ 3 + 2) = (-3 ; 4 ; 20). 
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■Jc = Ịj + 2;3 + 0 


x _ 3- 1- 

e) 2i = 3 u + w => X = 7 - u + — vv. 

2 2 

9 


-2 


2 ;3; 41 

2 ’ 2j 


g) 3 T = -2« - V + vv = (-2 - 2 + 4;-4- 2 + 0;-6+1-4) 

=> 3 Jc = (0 ; -6 ; -9) => 3c = (0 ; -2 ; -3). 

2. ã và /7 cùng phương với M . 

3. Ta có ữ = (-3 ; 4 ; 2), ã = (-6 ; 8 ; 4), b = (0 ; 4 ; 2), c = (1 ; -4 ; 2). 
Chỉ có vectơ <2 cùng phương với vectơ ũ . 

4. a) Gọi toạ độ điểm cuối là (x ; y ; z). Ta có 

U - 0 ; y - 6 ; z - 2) = (3 ; -5 ; 6) 
ịx-0 = 3 

=>ừ-6 = -5 = 

[z — 2 = 6 
Đớp Sớ : (3 ; 1 ; 8). 
b) (1 ; 0 ; 3). 

5. a) CA =(1 ; 3 ; 0), CB = (0 ; 1 ; 1). 



Í 1 = *.0 

Cấc7i 1 : Ẩ, £, c thẳng hàng <^> 3Ấ: để CA = k.CB <=> 3Ấ: để ị 3 = Ấ:.l 

|o = *.l. 

Điều này không xảy ra. 

Vậy A, B, c không thẳng hàng. 


/1 

Cức-/ỉ2 : [Õ4,c2] = I 

u 


3 0| 

1 1 


|0 

1 01 


1 3| 

0 1 


\ 

= (3;-l ; 1)* õ 

/ 


=> A, B, c không thẳng hàng. 

b) CA = (10 ; -4 ; 0), CB = (5 ; -2 ; 0) => CA = 2CB => A, B, c thẳng hàng. 


149 



Cách khác : [ca,cb] = Ịj 

A,B,C thẳng hàng. 


0 10 | 

0 


10 -4 
15 -2 


= (0 ; 0 ; 0) = õ 


A, B,c thẳng hàng. 

c) Không thẳng hàng. 

d) CA= (-2 ; 0 ; 0), CB = (-3 ; 0 ; 1) 

e) Không thẳng hàng. 

6. a) A, B , c thẳng hàng <^> AC = kAB 
[x - 2 = & 


>A,B,C không thẳng hàng. 



u = 5 

2k <=> -Ịy = 11 

1* = 3. 

Vậy với X = 5,y = 1 1 thì A,B,C thẳng hàng. 

b) Vì Z A = 6, Z B = -2 => Z A . Z B < 0 => A, B ở hai phía của mp(ỡxy). 
Vậy MA + MB nhỏ nhất khi A, B , M thẳng hàng hay 

AM,AB cùng phương <=> [aM,Aổ] = õ. 

Ta có ÃB = (4 ; -12 ; -8). 

Giả sử M(x ; y ; 0) e mp(Oxy) thì AM = (x + 1 ; y - 6 ; -6). 


y-6 

-12 


f M{x ; y ; U) e 
[ÃM,Ãb ]=^ 

= (- 

. ^ í-8y - 24 = 

Ta có : [aM,Ab] = õ <=> j 8 j: - 16 = 0 

[—12jc - 4y + 12 = 0 


X + ì X + 1 y - 6| 

4 ; 4 -12 

(-8y - 24 ; 8* - 16 ; -Ì2x -4y+ 12). 

8y - 24 = 0 


X = 2 
y = -3. 


Vậy MA + MB ngắn nhất khi M = (2 ; -3 ; 0). 

7. Ta có ÃB = DC = (0 ; 4 ; 0), vậy ABCD là hình bình hành. 

Lại có ABÃD = 0 => BAD = 90°. Vậy ABCD là hình chữ nhật. 
Vì Ãc = (3 ; 4 ; 0) nên độ dài đường chéo của hình chữ nhật là 
AC= lÃci =BD = 5. 
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8 . 


Tâm o của hình chữ nhật là trung điểm của đường chéo AC nên 



cosUcBơ) = %- 1 ã = 

V25.V25 25 

(h.96) a) Đạt o = AC n BD, ơ = /VC’ n B'ơ. 
T„6 

[ *2 +*; ^2 +^4 iLiiì 1 

l 2 ’ 2 ’ 2 / 

Từ ÃẨ' = ÕÕ\ CC' = ÕÕ\ 

BB' = 00 ', DƯ' = 00 ' 
suy ra : 



A' = 

C' = 

B = 

D = 


ị x { + x' 2 + x\ - *3 . y, + y' 2 + y\ T- y 3 . z, + Z 2 + z; - z 3 ì 

L 2 ; 2 ; 2 

1 *2 + *4 - *1 + - y 3 . ^2 + ^4 - y\ + 3j . fi + 4 - Z 1 + z 3 1 

l 2 ; 2 ; 2 / 

[ ■*! + *3 + *2 -*4 . yi + >*3 +^2 -yự z l + z 3 + 4 ~ z 4 1 

V 2 ; 2 ; 2 / 


*1 + -*3 -*2 + *4 . yi +^3 -y '2 +3 ; 4 . z 1 +z 3 ~ z 2 + z 4 
2 2 . 2 


b) Ta có AC = AB + AD. Đặt c = (x ; y ; z), ta có 

ịx-ì = (2-1)+ (1-1) ịx = 2 

ị y - 0 = (1 - 0 ) + (-1 - 0 ) => ị y = 0 => c = (2 ; 0 ; 2 ). 

[z - 1 = (2 - 1) + (1 - 1) [z = 2 


Mặt khác AA' = cc' => A' = (3 ; 5 ; -6) 
£5' = CC' => J5’ = (4 ; 6 ; -5) 
DƯ' = CC' => D' = (3 ; 4 ; -6). 
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9. a) [u,v] ■ 


2 -3| 

1 2 


-3 1 

2 -4| 


1 2 
-4 1 


= (7 ; 10 ; 9). 


b) Ũ =(3 ; 2 ; -1), V =(-l ;-3 ; 1) 

ri2 -1| 

-3 1 


M,v = 


c) [m,v] : 


1 -2 
0 -4 


1-1 3 

|1 -1 
■2 0| 
1-4 3 


|3 2 

1 -3| 

1 


0 

3 0| 


(-1 ; -2 ; -7). 
= (-4 ; -6 ; -3). 


d) Ũ = (4 ; 0 ; 1), V = (2 ; -1 ; 0) 

4 0 

2 -1 
0 3| 

-4 1 


=> [ũ,v 
10 . a) [m,v] 


0 1 


1 4 


o 

7 


0 2 

' 


3 2 


2 0 


1 -3 

’ 

-3 -4 

’ 


= (1 ;2;-4). 

= (-11 ; -8 ; 12 ). 


=> [u,v].w =(-ll).l +(-8)(-2) + 12.2 = 29. 

b) [u,v].w — 80. 

c) [u,v].w = 1. 

11. Ta gọi 4(1 ; 1 ; 1), B{2 ; 3 ; 4); c (7 ; 7 ; 5); D(6 ; 5 ; 2). 

Khi đó ĂB = DC = (1 ; 2 ; 3). Vậy ABCD là hình bình hành. 


Suy ra 


Ta có AB = (1 ; 2 ; 3), AD = (5 ; 4 ; 1) 




- [a£,ẩd] : 


2 3| 
4 1 


3 1 
1 5| 


1 2 
5 4 


= (-10; 14;-6) 


=> s 




= a/(-10) 2 + 14 2 + (-6) 2 = 7332 = 2783. 


12. K hộp = 75. 

13. a) Điểm cần tìm có toạ độ (0 ; y ; 0). 

Từ giả thiết tính được y = 4^. 

6 


ỡứ/7 Ị^O;^-;oj. 
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b) Điểm M cần tìm thuộc mp (Oxz) nên M = (x ; 0 ; z). 

Từ giả thiết, ta có hệ phương trình 

kx-1) 2 + (0 - l) 2 + (z - l) 2 =(x + l) 2 + (0 - l) 2 + z 2 
\(x - ì) 2 + (0 - l) 2 + (z - l) 2 = (x - 3) 2 + (0 - l) 2 + (z + l) 2 . 


_ 5 7 f 5 

Giải hệ, ta được X = — , z = ---■ Vậy M = 4 ; 0 ; - 
6 6 \6 

14. Đường thẳng cắt mp(Oyz) tại M => M = (0 ; y ; z) 

=> ~MA = (2 ; -1 - y ; 7 - z), M5 = (4 ; 5 - y ; - 2 - z). 


Í2 = kA 

Từ MA = kMB , ta có hệ ị -1 - y = £(5 - y) => 
[7 - z = £(-2 - z) 

15. a) Không đồng phẳng. 

b) Đồng phẳng. 

c) Đồng phẳng. 

d) Không đồng phẳng. 


16. a) [«,?] = ỊV ^ 


1 2 

-1 m 


2 

m 




y = -7 
z = 16. 


= (-2 ; m + 2 ; m + 6). 

[u,v].w = -2 + 2ra + 4 + m + 6 = 3m + 8. 


8 

u, V , w đồng phẳng <=> [w, v].vp = 0<=>3m + 8 = 0<=>m = -~ 

b) m * 1 và m * 9. 

c) Gọi vectơ phải tìm là w (x ; y ; z). 

Theo giả thiết |w| = X + ỵ 2 + z 2 = 1 

/-* _. c 0 _ V 2 x + y + 2z V 2 

cos(w,iT) = COS45 = —— =>- y= - = -2ẹ- 

2 V 6 2 

- => X + y + 2z = Vỉ. 
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Mặt khác ũ , V , w đồng phảng nên w =kũ + ỉv 
ịx = k - ỉ 

ị ỵ = k + 3/ => 5x + 3y - 4z = 0. 

[z = 2 k + l 

Vậy ta có hệ phương trình : 

p + y 2 + z 2 = l ị x = 5z -ầậ 

jx + y + 2z = V3=>< 

[5x + 3y - 4z = 0 3 ; = - 7z 

=> 150z 2 - 100\/3 z + 49 = 0 


_ (10 ± V2)V3 


=>x = 


(l±V2)V3 (5 =f7V2)V3 


->y = 


30 6 

Kết luận : Có hai vectơ thoả mãn yêu cầu của bài toán : 

ị{l + yÍ2)S {5-l4ĩ)S . (lO + JĨ)S) 

l 6 ; 30 ’ 30 J’ 

í(l-y/ĩ)y/3 . (5 + 7 V 2 )V 3 . (10-V2)V3Ì 

l 6 ’ 30 ’ 30 J' 


17. a) [u,v] = 


1 0 | 

3 1 


3 7 
2 3 


= (7 ; -3 ; -5) 


30 


=> [ĩ?,v]. w = 21+6 -20 = 7^0. 

Vậy ũ , V , w không đồng phẳng. 
b) <7 = mũ + nv + kú’ 

ị 3m + 2n + 3k = -4 Ịm - -5 
<íí> I Im + 3rt - 2k = -12 <s> j n = 7 
[„ + 4* = 3 [fc = -l. 

Vậy ã = -5 u + 7v - w. 

18. Trên ơx, ỡy, Oz lần lượt lấy ba điểm A, B,c sao cho : 

OA = OB = OC = 1. 


154 



Khi đó vectơ u = OB + oc là vectơ chỉ phương của tia phần giác trong 
của góc yOz. Từ giả thiết ta suy ra : 

OA.Ũ - 0 

ÕẢiÕB + ÕC ) =0 

<=> ÕĂ.ÕB + ÕĂ.OC = 0 
<=> OA.OB.cosxOy + OA.OC.cosxOz = 0 
<=> cosxớy + cos xOz = 0 
xOy + xOz = 180°. 

19. a)ứlĩ«ứ.ỉ=0o2 + m- 3 = 0om=l. 

b) a _L b o 3 + log 3 5. log 5 3 + 4 m = 0 4 + 4 m = 0 => m = -1. 

c) t = + -ỹ hoặc t = -Ỵ- + In , k, ỉ G z. 

d) b = ( 4 V 2 ;- 2;8) hoặc ỉ = (- 4 V 2 ;2 ; -8). 

e) Vì ò cùng phương với ứ nên b = (2k -k ; 0). 

Ta có aĩ> = 10 => 4& + Ẩ: = 10 :=> Ả; = 2. 

Vậy vectơ phải tìm là b = (4 ; -2 ; 0). 

20. a) Giả s ử Ũ (x ;y ; z) là vectơ đơn vị phải tìm. Từ giả thiết ta có hệ : 

p*l = 1 ịx 2 + y 2 + z 2 = ì 

ịu.ĩ = 0 <=> j x = 0 

\u.ã = 0 [ 3 * + 6y + 8z = 0 

_ _ n _4 3 v „ 4 3 

<=> X = 0,y = ,z = — hoặc X = 0,y = —,z = 

_ / 4 3 ^ ( 4 3^1 

Có hai vectơ ũ với toạ độ là 1 0 ; - Ỷ ; ị 1 , M0 ; — ; - — 1. 
b) Giả sử b (x ; y ; z) là vectơ phải tìm. Từ giả thiết ta có hệ 
b = ka 

- |s| = >/Ĩ4 <=> 
bj > 0 


X = k 

y = -2k 
z = 3 k 

X 2 +y 2 + z 2 = 14, y > 0. 
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21 . 


VI y = -2k > 0 nên k < 0. 

T„ „A ịk 2 +4k 2 +9k 2 = 14 
Ta có • 


[£<0 
Vậy b =(-l ; 2 ; -3). 


>* = -!. 


c) Ũ 


(2 - s 2 + slĩ ,ì Lx _ Í2 + 1Ẽ. 2-1Ẽ ,ì 

; —; —V ■ ; 1 hoặc H = ; —; 1 . 

V 2 2 J V 2 2 J 


d) Giả sử í? = (x ; y ; ì) là vectơ phải tìm. Từ giả thiết của bài toán, 
ta có hệ : 


ũ.ã = 0 
u.b =0 
\ũ\ = 3 
ui < 0 


X + y + z = 0 
X - y + 3z - 0 
x 2 +y 2 +z 2 =9 
z < 0. 


Từ hai phương trình đầu của hệ rút ra = -2z, y = z, thế vào phương trình 

9 2 A 

thứ ba của hệ, ta có : 6z = 9. 


Vì z < 0 nên z = 


4 


í, suy rax = 2J^, 


4-y-ể 

Vectơ li phải tìm là u = l4-ế'-ẼÌ 

a) AB =(-1 ; 1 ; 1), AC = (0 ; -1 ; 2), i4D = (0 ; 0 ; 1). 

Ta có : [áB,AC~\.AD = 1 ^ 0 => AB,AC,AD không đồng phẳng. Do đó 
bốn điểm A,B,C,D không đồng phảng và 

v abcd ={Iãb,ãc]ãd\ = {. 


b) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC thì G = I -2 ; 1 ; 11. 
Gọi G' là trọng tâm của tứ diện ABCD thì 


h ,1- I , 


lr—- —♦“II 1 ỉ 

1 

1 

2 

1 

-1 

2 

-1 

1 

ịAB,Acị = 

-1 

2 

+ 

2 

0 

+ 

0 

-1 


Vĩ4 

2 
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fT 

2 2 2 

o 

<N 

o 

-I 2 

.1 

+ 

+ 


v° 

1 1 

0 0 

0 

1° 

l 2 1 

0 2 0 

o 2 

r 

+ 

1 1 

+ 

-1 -1 

1 

1-2 

I 2 .1 

I 2 .1 

-2 2 



+ 


(ỉ- 1 

0 0 

1 1 

-1 


Sacd = ỳlUCAỡ] 


S B CD=ịH>C,BZ>]| = I 


d) Từ công thức tính thể tích khối tứ diện V = ^ Bh ( B là diện tích đáy, h là 

3 V 

chiều cao tương ứng) ta suy ra h = 

B 

Vậy nếu gọi /z A , /ỉ fi , /z c , h D lần lượt là chiều cao hạ từ đỉnh A, B , c, D thì ta có : 

rĩ , _ 3.1 

h -W = Jị = ±, Hr= wJjặ = 


3V 


1 

h - JỈL 

S BCD 

Ặ 

= S' 

n B - e 

Ò ACD 


2 



3V 

A 

1 

h -2ỈL 

$ABD 

Ặ 

= a/2’ . 

n D~ Q 

Ò ABC 


2 2 

e) Vì ÃB = (-1 ; 1 ; 1), cỏ = (0 ; 1 ; -1) nên ÃB .CD = 0, suy ra góc 
giữa AB và CD bằng 90°. 

g) Gọi ỉ{x ; y ; z) là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. Khi đó, ta có 
IA 2 = IB 2 ị(x - l) 2 +iy- ì) 2 + z 2 = X 2 + (y - 2) 2 + (z - l) 2 
< IA 2 =IC 2 &<(x- ì) 2 +(y- l) 2 +z 2 =(x- ì) 2 +y 2 + (z - 2) 2 
IA 2 = ID 2 {(x - ì) 2 +(y- ì) 2 +z 2 =(x- l) 2 + (y- l) 2 + (z - l) 2 

í 3 

r „ x= 2 

-2x + 2y + 2z = 3 ■ 1 

ị -2y + 4z = 3 < y = ~Ỷ 

2z = 1 / 
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Vậy tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là / 
kính của mặt cầu đó là 


3 1 n 

4; - —; 4 và bán 
2 ’ 2 2 ) 



V35 
2 ' 


Do đó, phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là 



22. a) Ta có CA = (-1 ; -1 ; -1), CB= (-2 ; -1 ; 0) 


_ / 

[ca,cb\ = 

V 


-1 -1 

0 - 2 | 


-1 

2 


= (-l ; 2 ; -1) 0 

/ 


=> CA, CB không cùng phương hay A, B, c không thẳng hàng, tức 
A, B, c là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Chu vi tam giác ABC bằng AB + BC + CA = V 2 + + >/ 3 . 

Sabc = ||[c4cS]| = |V(-1) 2 +2 2 +(-1) 2 = 4' 

c) Giả sử D = (x ; y ; z), ta có : AB = (-1 ; 0 ; 1), DC = (2 - X ; 1 - y ; 1 - z). 

Í2-X = -1 

Tứ giác ABCD là hình bình hành o AB = DC <=> j 1 - y = 0 => D - (3; 1 ; 0). 

[1 - z = 1 

d) Gọi h A là đường cao của tam giác ABC kẻ từ đỉnh A, ta có : 

h A - ^ABC _ 2(4 = 2 ^. 

= 5C Vỉ 5 

e) cosA = . À - 0 => A = 90° (tam giác ABC vuông tại A). 

IabUacI . 

„ BẦMC 2 _VĨÕ 

ỉẩậ = Ã 5 • 

_ - CA.CB 3 _ VĨ5 

~|ca|.|cS| VĨ5 5 
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g) Tam giác ABC vuông tại A nên trực tâm H trùng A. Vậy H = (1 ;0;0). 
Ta có thể làm cách khác như sau : 

Gọi H(x ; y ; z) là trực tâm của tam giác ABC , ta cọ hệ 

ÃĩỈ.BC = 0 

< BĨÌÃC = 0 <=> 

AB,AC,AH đồng phẳng 


AH.BC = 0 
BHÃC = 0 

[ă2,ãc].ãS = 0. 


Ta có : Ăĩỉ=(x-í ;y;z), BC=( 2 ; 1 ; 0), BĨỈ =(x;.y ;z- 1), 

Ă5 =(-l ;0; 1), ÃC=(1 ; 1 ; 1) 

=> [ÃS.Ãc] = (-1 ; 2 ; —1), [ÃB,ÃC~\ÃH =l-x + 2y-z. 
Vậy ta có hệ phương trình : 

Ịx - ì 


o 

II 

+ 

<N 

1 

* 

c-i 

2x + y = 2 

jr + y + z - 1 = 0 < 

x + y + z = 1 <=> j 

[\-x + 2y-z = 0 

[ X - 2y + z = 1 Ị 


>H = { 1 ;0;0). 


z = 0 


h) Tam giác ABC vuông tại A nến tâm / của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
là trung điểm của cạnh huyền BC. Do đó / =ịì ; ^ . 

Ta có thể làm cách khác như sau : 

Gọi I(x ; y ; z) là tâm đường tròn ngoại tiếp A ABC. Ta có hệ 


Ar = Br 


AĨ L = cr 


[. AB,Ac].AỈ = 0 


ị AI = BI 

ị AI = CI <=> ■ 

[AB, AC,AI đồng phảng 
í(x - l) 2 + ỵ 2 + z 2 = X 2 + y z + (z - l) z 
<=> ị (X - ì) 2 + y 2 + z 2 = (x - 2) 2 + (y - l) 2 + (z - 
[l-jc + 2y-z = 0 
* = 1 


1 y\='- 


■ = i>' 
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23. a) Ta có AB = (1 ; -3 ; 4), AC = (-5 ; 5 ; 6), BC= (-6 ; 8 ; 2) 

=> [ÃB.Ãc] = (-38 ; - 26 ; - 10 ). 

Vậy S ABC = ịSĨ + 26 2 + 10 2 = 7555, 

, 2S abc 2-7555 _ 7555 

A = BC s = 726 

b) Gọi D là chân đường phân giác kẻ từ B, giả sử D = (x ; y ; z). 

__ , DA BA 726 1 

aC0 DC ~ BC ~ VIÕ4 “ 2' 

Vì D nằm giữa A, c (phân giác trong) nên DA - --Ì DC hay 

í 2 
x = ~i 

ị2(ì-x) = x + 4 . 

CD = 2Ã4 <=> 12(2 - y) = y - 7 <=> ' y = y 
■ ị2(-1 - z) = z -5 z _ I 

V ậ yũ=(-|;H; l)=»«D=^p- 

24. Giả sử ã =(x ] ;y ỉ \ Z 1 ), b = (x 2 ; y 2 ; z 2 ), c = (x 3 ;y 3 ; z 3 ) 


í* 

Z 1 _Zj 

*1 ^ 

y\' 

Ui 

z 2 ’ z 2 

x 2 x 2 

y*j 


- Cy1 Z 2 ~ y2 z \ '■> z ỉ x 2~ Z 2 X Ĩ ’ X Ử2 ~ x 2y 1 ) 

= - <J2 Z 1 - y\ z 2 ; Z 2*1 - Z 1*2; x 2y\ - X Ử2) 

f y 2 Z 2 ;Z 2 x 2 .*2 y 2 

Ui Zị Zị V *1 y x ) 

=-M. 

b) Từ câu a) tacó[ữ,ỡ] = -[ớ,ớ], suy ra [ã,ã] = 0. 
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= [ka,b]. 

Tương tự : &[ứ,s] = [ữ,fcS]. 
d) [c,a + b ] 



T2 

z 2 , z 2 

x 2 


*2 

y2 


+ y\ 


+ z l 



?3 

z 3 z 3 

x 3 


*3 

y3 

?1 

Z 1 Z 1 

X l 


x l 

yi 


+ y 3 


+ z 3 




z 2 z 2 

x 2 


x 2 

y2 


= [a,Ẵ].c. 

g) VP = \a\ ]ĩ\ ~{aĩ>) =\a\ }b\ - 13 \ĩ>\ cos 2 a 
= |ớ| .|s| (l-cos 2 a) = |ỡ| Jỉ| sin 2 « 

= Ị[ớ,ỉ]| = VT (ở đây a = 

25. Giả sử D = (0 ; y ; 0) thuộc trục Oy. Ta có : 

ÃB = (1 ; -1 ; 2), ÃD = (-2 ; y - 1 ; 1), Ãc = (0 ; -2 ; 4) 
=> [ÃB,Ãc] = (0 ; -4 ; -2) 

=> [ãS,Ăc].Ã 3 = -4Cy - 1) - 2 = - 4y + 2. 


11-BTHH 12 - NC - A 
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Theo giả thiết VABCD = 5 <=> i|- 4y + 2\ = 5 

|—'4y + 2| = 30 => y = — 7, y — 8. 

Vậy có hai điểm D trên trục Oỵ : (0 ; -7 ; 0) và (0 ; 8 ; 0). 

26. a) Ta có HĂ = (5 ; 0 ; 10), CA = (-3 ; 0 ; 6), CB = (-8 ; 0 ; -4). 
Do CA.CB = 24 - 24 = 0 nên ABC là tam giác vuông tại c. 

S ABC = \cA.CB = ì 3 V 5 . 4 V 5 = 30. 


Ta lại có p = ị (AB + BC + CA) = ị ( 5 Ự 5 + 3^5+ 4 V 5 ) = 6&. 

Mặt khác s - p.r, suy ra r = — - = \[s . 

p 6V5 


b) Ta có [&4,£c] = 


0 10 | 
0 4 


5 0 
8 0 


= (0 ; 60 ; 0), 


BD = (4 ; 3 ; 5) 

=> Vabcd = ị|[ÃĨ,Ãc].S| = 4-10.4' + 60.3 + 0.5| = 30. 

0 6 

c) Gọi Ị(x ; y ; z) là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

Từ điều kiện M 2 = ỈB 2 , M 2 = /c 2 , /A 2 = ỈD 2 , ta có hệ phương trình 


—10jc - 20z + 15 = 0 
6x — 12 z + 15^0 ■=> 

-2x + 6y - 10z + 35 = 0 



z = 1. 


Vậy mặt cầu cần tìm có tâm ; - ìỵ ; 1 j và bán kính là 

R = /C=Ị( 5+ĩj +(-l + y) +(0-l) 2 

/121 ,100 , _ ÍĨ525 

= V 4 - 9 +1 =-V 36 
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Do đó, phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là 

í , lf , í , , 13 Y . _ n 2 _ 1525 
\ X + 2) + ự + 3) +iZ ~ l) = 36 • 

27. Thiết lập hệ trục toạ độ như hình vẽ ? 

(h.97). Ta có A ' 

A(0 ; 0 ; 0); A \0; 0 ; à) ; C'(ư ; a ; ứ); 7\ ~~~ 

£(ư ; 0 ; 0); D\ 0 ;a;a); B\a ; 0 ; à ); ! \ _ 

C(ứ ; ư ; 0). Ị \ 

a) Ta có : A'C = (a ; a; -a ), Ị \ 

Ãĩ? = (a ; 0 ; ứ), ÃD' = (0 ; ; fl), 

=> Ãr.Ã? = 0, Ãr.Ãĩr = 0 -— 

=> Ãĩ 1Ã?, ĩc 1 ÃD 7 * 

..//m/z 9 

=> A'C ± mp(Afl'D'). 

b) Talạicó => MN = («;-2 ; 2 ) 


Ẩ' 

ơ 

/\ / 


/\ / 


ỉ \ c 

1 ' 

1 \ 


1 \ 

1 \ 


/ 

D *y 


=> MN.AC = a~Ỷ- 

c) AC' = (ư ; ư ; a) nên 


2 2 

4 ---^-= 0 =>mìvia , c. 
2 2 


— (TTĨĨTXÌ MN.AC' “ -- 
cos{MN,AC ) = I || I T T = — 7 === 

|m/v|.Uc| 7ặ 


[aW,i4’m] = 


2 2 

2 a a 
a 

2 2 


( 

——♦ ( a 

> 

; 0; - f J 

’ AM = { 0; § ; 

-4 


lV , „3 <r 

-7 -- + a 

6 4 2 
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28. a) Ta chọn hệ trục Oxyz sao cho gốc toạ độ o trùng A, tia Ox chứa AC, tia 
Oy chứa AB và tia Oz cùng hướng với tia cs (h.98). Khi đó, ta có : 

j4(0 ; 0 ; 0), b(0;W2 ; o), c(a-JĨ-,0;0) , s{a^2 \ữ\aslĩ). 



=> w = ị^2(a-t)-,^-,- t zệ-'j 

=> MN = = Vã? - 4 at + 2a 2 

Dấu = xảy ra khi t = -Ỵ thoả mãn điều kiện 0 < t < 2a. 

Vậy MN ngắn nhất bằng -ệ- khi t=^Ỵ. 
b) Khi MN ngắn nhất thì : 

— - a ^} => = 0 
3 ’ 3 ’ 3 ' [MN.BC = 0 • 

:=> MN là đường vuông góc chung của SA và BC. 
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29. a)(x- l) 2 + y 2 + (z+ 1) 2 = 16. 

b) (* + !) +(>-2) 2 +(z-2) 2 =|. 

c) ;t 2 + / + z 2 = 30± 2 V 29 . 

d) (x - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - 4) 2 = 41. 

e) C*-2) 2 + 0y + l) 2 + (z-3) 2 = 9. 

g) (x-2) 2 + (y + l) 2 + (z - 3) 2 = 1. 

h) (x - 2) 2 + 0> + l) 2 + (z - 3) 2 = 4. 

30. a) Tâm /(1 ; 3 ; 4), bán kính R = 5. 

b) Phương trình đã cho không là phương trình mặt cầu, nó biểu thị một 
điểm (-5,-2 ; -1). 

c) Tâm/Ị^0 ; ỉ ; 0j, bán kính R = ỉ. 

d) Tâm/Ị^i ; I ; -£|, bán kính 


e) Không là phương trình mặt cầu. 

31. a) Gọi I là tâm mặt cầu. Vì I e mp(ỡxy) nên I = (X \ y ; 0). Theo giả thiết, 
ta có Aỉ 2 = BI 2 = CI 2 , suy ra 


ị(x - l) 2 + (y - 2) 2 + (0 + 4) 2 = (JC - l) 2 + (y + 3) 2 + (0 - l) 2 
\(x - l) 2 +(y- 2) 2 + (0 + 4) 2 =(x- 2) 2 + (y - 2) 2 + (0 - 3) 2 
X - -2 

=>/=(-2;l;0). 

[y = 1 


Bán kính của mặt cầu là 

R= AỊ = V(-2 - l) 2 + (1 - 2) 2 + 4 2 = V26. 


Vậy phương trình mặt cầu là : 

(x + 2) 2 + tv - l) 2 + z 2 = 26. 
b) Gọi I là tâm mặt cầu, I G Oz nên / = (0 ; 0 ; z). 
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Theo giả thiết AI 2 = BI 2 , ta có phương trình 

(~3) 2 + l 2 + (z - 2) 2 = (-1) 2 + (-1) 2 + (z + 2) 2 


=> 8z = 8 => z = 1. 


Vậy / = (0 ; 0 ; 1) và AI = VĨT. 

Phương trình mặt cầu cần tìm là 

x 2 + y 2 + (z- 1) 2 = 11. 
c) Phương trình mặt cầu (S) cần tìm có dạng 

X 2 + y 2 + z 2 - 2 ax - 2 by - 2cz + d = 0. 

Ta có A E (5) <=> 2a + 2b + 2c - d = 3, 

B G (S)<^2a + 4b + 2c-d = 6, 
c G (S) 2a + 2b + 4c - í/ = 6, 

D G (5) <=> 4ữ + 4b + 2c - d = 9. 

3,3 3 

Từ đó suy ra a - 2 ’ b= 2 ,c ~ 2 ’ d ~ 6 ' 

Vậy phương trình mặt cầu (S) là 

X 2 + y 2 + z 2 - 3x - 3y - 3z + 6 = 0. 

32. Trước hết, ta xác định tâm vắ tính bán kính của mặt cầu đi qua bốn điểm A, 
A\ B, c. Gọi I(x ; y ; z) là tâm của mặt cầu đó, ta có ỈA 2 - ỈA' 2 = IB 2 = /c 2 


(x - aỷ + y 2 + z 2 = {x - a'Ý + y 2 + z 2 
(x - aÝ +y 2 + z 2 = X 2 +(y - bf + z 2 
(x - aÝ +y 2 +z 2 = X 2 +y 2 +(z- c) 2 

-2 ax + a 2 = -2 a'x + a' 2 
-2 ax + a 2 = -2 by + b 2 
-2 ax + a 2 = -2cz + c 2 

LĨ 


a + a 


b + aa' _. _ 
y= 2b yầzz 


2 c 


Vầy 1 = 


a + a' b 2 + aa' 4 c 2 + aa 
’ 2 b ’ 2c 
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Gọi R là bán kính mặt cầu, ta có 


( a + a' 

ì 2 + í‘ M '- &2 f + | 

c 2 + aa ' ^ 

l 2 

J 1 2 b J 1 

, 2c r 



Tương tự IC 2 = ỈC 2 = R 2 . 

Vậy B\ C' cũng thuộc mặt cầu nói trên. 

b) Gọi G là trọng tâm A ABC, ta có OG = ị— ; ^ ; ị- 


Để chứng minh OG _L mp(A'Z?'C"), ta chỉ cần chứng minh 
ÕGÃB' = 0 
ÕG.ÃT = 0. 

Vì ~x5 =(-a '; b '; 0), Ăc - {-a '; 0 ; c') 

nên ÕG.ÃB' = + ^ + 0 = 0, 

3 3 

Õẽ.ÃC' = + 0 + ^- = 0 (đpcm). 

33. a) Là mặt cầu (x - a) 2 + (y - bÝ + (z - c) 2 = R 2 . 

b) Gọi G là trọng tâm tứ diện ABCD thì ơ = (1 ; 2 ; 3). 

Ta có MA + MB + MC + MD = 4MG nên 

\mĂ + MB + ÃĨC + ÃĨd\ = 4^> 4Ìmg\ =4ẹ>MG=l. 

Vậy tập hợp các điểm M(x ; y ; z) thoả mãn điều kiện đề bài là mặt cầu có 
phương trình : 

(X- 1) 2 + 0>-2) 2 + (z-3) 2 = 1. 

•V y V _* _ 2 . 2 . 2 , ' a 2 + b 2 + c 2 ■ 

c) Là mặt cãu X +y + z - ax - by - cz + --—-- = 0. 
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34. a) Ta có ớ = -2 m, b = 2, c = m, d = m 2 + 4m. 

Phương trình đã cho là phương trình của một mặt cầu khi 

a 2 + b 2 + c 2 - d = (-2m) 2 + 2 2 + m 2 - m 2 - 4m > 0 
o (2 m - l) 2 + 3 > 0 Vra. 

Vậy phương trình đâ cho là phương trình mặt cầu với mọi m. Bán kính mặt 
cầu là 

R = yl(2m - l) 2 + 3 > V3 => fl min = V3 khi m = ị. 

b) Ta có : a = cosa, ố = -sin#, c - -2, í/ = -(4 + sin 2 ớr) 

=> a 2 + b 2 4- c 2 - d = cos 2 ớf + sin 2 a + 4 + 4 + sin 2 « 

= 9 + sin 2 a> 0 (Va). 

Phương trình đã cho là phương trình mặt cầu với mọi a. 

Khi đó R = \Ỉ9 + sin 2 a . 

Vì 0 < sin 2 a < 1 nên 3 < R <• Vĩõ. 

Vậy R mìn = 3 khi a = Ẩ:71, (& € Z), 

= Vĩõ khi a = ^ + ỉn (/ E z). 

§2. Phương trình mặt phẳng 

35. a) Mặt phẳng qua M ữ (x 0 ; y 0 ; Z G ) và song song với mp(Oxy) có vectơ pháp 
tuyến là k (0 ; 0 ; 1) nên có phương trình là z - z 0 = 0. 

Phương trình mặt phảng qua M 0 (x 0 ; y ơ ; Z Q ) và song song với mp(ỡxz) là : 
y-y o = 0- 

Phương trình mặt phảng qua M 0 (x 0 ; y Q ; z 0 ) và song song với mp(Oyz) là : 
x-x o = 0. 

b) Gọi Mị, M 2 , M 3 lần lượt là hình chiếu của điểm M 0 trên các trục Ox, 
Oy, Oz. Khi đó : Mị = (x ữ ; 0 ; 0), M 2 = (0 ; y 0 ; 0), M 3 = (0 ; 0 ; z 0 ). 
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Vậy phương trình mặt phẳng (M l M 2 M 3 ) là : 



c) Gọi (P x ) là mặt phẳng chứa điểm M 0 và trục Ox. Khi đó vectơ pháp 
tuyến của nó là 



Vậy ( P x ) có phương trình là 2 ^ - ỵ 0 z = 0, 

Tương tự, phương trình mặt phẳng chứa điểm M 0 và trục Oy là 

- *o z = 0» 

phương trình mặt phẳng chứa điểm M a và trục Oz là 
y o x-xj = 0. 

36. a) Cách 1 : Mặt phảng cần tìm có vectơ pháp tuyến là : 

h = [ÃB,Ãc]. 

— . í-6 0 0 3 3 -6Ì 

AB = (3 ; -6 ; 0), AC = (5 ; 3 3) => n = \ m m 

[3 3 3 5 5 3 J 

= (-18 ; -9 ; 39). 

Hiển nhiên ~ĩỉ = (-6 ; -3 ; 13) cũng là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 

cần tìm. Vậy mặt phẳng cần tìm đi qua điểm A(-1 ; 2 ; 3) với vectơ pháp 

tuyến (-6 ; -3 ; 13) nên có phương trình : 

-6(x+ 1) - 3(y - 2) + 13(z - 3) = 0 hay -6x - 3ỵ + 13z - 39 = 0. 

Cách 2 : Mặt phẳng cần tìm có phương trình dạng ; 

Ax + Bỵ + Cz + D = 0. 

Vì ba .điểm A, B,c nằm trên mặt phẳng đó nện toạ đô của chúng phải thoả 
mãn phương trình mặt phẳng và ta có hệ : 


-A + 2B + 3C + D = 0 
2A - 4B + 3C + D = 0 
4A + 55 + 6C + D = 0. 
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-3A + 6B = 0 
2A + 9B + 3C = 0 


A = 2 B 



Suy ra : A = 2B = -^c, D = A - 2B - 3C = -3C. 

Ta có thể chọn c — 13, khi đó A = —6, B = —3, D = —39 và phương trình 
mặt phẳng cần tìm là 

-6x - 3y + 13z-39 = 0. 

b) Mặt phẳng qua M 0 = (1 ; 3 ; -2), vuông góc với trục Oy nên nó song 
song với mp(ỡxz). Vậy phương trình của nó là y = 3 (xem bài 35a). 

Ta có thể giải cách khác như sau : 

Mặt phảng cần tìm có vectơ pháp tuyến n = j = (0; 1; 0) nên có phương trình : 
0(x - 1) + l(y - 3) + 0(z + 2) = 0 y - 3 = 0. 

c) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm là n = BC = (1 ; -6 ; 4), vậy 
phương trình của nó là 

1(* - 1) - 6(y - 3) + 4(z + 2) = 0 hay X - 6y + 4z + 25 = 0. 

d) Mặt phẳng cần tìm song song với mạt phẳng 2x-y + 3z + 4 = 0 nên 
phương trình có dạng 2x - ỵ + 3z + D = 0 với D * 4. Vì M ữ ( 1 ; 3 ; -2) 
thuộc mặt phẳng đó nên 2.1 - 3 + 3(-2) + D = 0 => D = 7. 

Phương trình mặt phẳng cần tìm là : 2x - y + 3z + 7 = 0. 

Ta cũng có thể giải bằng cách khác như sau ; Vì mặt phẳng cần tìm song 
song với mặt phảng 2x-y + 3z + 4 = 0 riên nó có một vectơ pháp tuyến 
là n = (2 ; -1 ; 3). Vậy phương trình của nó là 

2(x - 1)~ l(y-3) + 3(z + 2)‘=0<=>2x-y + 3z + 7 = 0. 

e) Vectơ pháp tuyến n củaxnặt phảng cần tìm vuông góc với hai vẹctơ 

AB = (-1 ; -2 ; 5) và n' = (2 ; -1 ; 3) (n' là vectơ pháp tuyến của mặt 
phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0). 
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_ [-—♦ -*-! (-2 5 5 -1 -1 -2^ _ 

Vậy ta lấy n = \_AB, n'\ ” 1 1 3^3 2 ’ 2 _ J = (-1 ; 13 ; 5). 

Do đó' phương trình của nó là : 

-l{x - 3) + 13(y - 1) + 5(z + 1) = 0 hay X - 13y - 5z + 5 = 0. 
g) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0 là n' = (2 ; -1 ; 3). 
Vectơ pháp tuyến n của mặt phẳng cần tìm là : 


( 1 

0 

0 

0 

0 

1 " 

\j,n' = 






J [ -1 

3 : 

: 3 

2 : 

; 2 

-l y 


Vậy phương trình của nó là 

3jc - 2z - 2 = 0. 

h) Mặt phẳng ( a) và {tí) có vectơ pháp tuyến lần lượt là n a = (2 ; 1 ; 2), 

v=(3;2;l). 

Mặt phẳng cần tìm vuông góc với {tí) và {tí) nên có vectơ pháp tuyến là 



Vậy phương trình mặt phẳng cần tìm là 

-3(x + 2) + 4{ỵ - 3) + l(z - 1) = 0 hay 3x - 4y - z + 19 = 0. 

37. a) Cách 1 : Ta có ÃB = (3 ; -6 ; 0), AC= (5 ; 3 ; 3), ÃD= (4 ; 0 ; -2) 

=> [ÃB,Ãc].Ã3 = (“18).4 + (-9).0 + 39.(-2) = -150 * 0. 

Vậy A, B, c, D không thuộc cùng một mặt phẳng. 

Cách 2 : 

Ta có phương trình mp{ABC) là -6x - 3y + 13z - 39 = 0. 

Thay toạ độ của điểm D {3 ; 2 ; 1) vào phương trình mặt phẳng đó, ta được : 
-6.3 - 3.2+ 13.1 -39 = -50*0. 

Điều đó chứng tỏ D Ể mp04£C) hay bốn điểm A, B, c, D không đồng phẳng. 

_ 78 
b)ữ= 5 
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c) Gọi / là trung điểm của đoạn thẳng AB thì / = (2; 0; 1). Ta có ÃB = (2; -2; 0). 
Vậy phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB là 

2(x - 2) - 2(y - 0) = 0 <=> 2x - 2y - 4 = 0 hay x-y - 2 = 0, 

Thay toạ độ của điểm C(-l ; 0 ; 2) vào phương trình mặt phẳng đó, ta có ; 
-1 - 0 - 2 = -3 * 0. 


Vậy điểm c không thuộc mặt phẳng trung trực của đoạn AB. 

38. a) Giả sử / = (x ; ỵ ; z). Khi đó AB = (2 ; 0 ; 2), Ãỉ = (x ; ỵ ; z + 3). 

Vì AI và AB cùng phương nên có một số k sao cho AI = kÃỖ hay 
ịx - 2k 
y = 0 

[z + 3 = 2k 

Mặt khác, I e ( p) nên 3x-Sy + 7z - ì = 0. Vậy ta có hệ : 

11 

ừ = 0 


y = 0 
X - z - 3 = 0. 


\x-z- 3 = 0 
[3jc - 8y + lz - 1 = 0 


5 

= 0 




b) Ta CÓ AB =2 yỊĨ. Giả sử c ■= (x ; y ; z) 


ịcA = 2>/2 

Ta phải có j CB - 2^2 <=> 

[c 6 (F) 

íjc 2 +y 2 +(z + 3) 2 =8 
<=> jx + z + l = 0 

[ 3 ^ - 8y + 7z - 1 = 0. 


U 2 + y 2 + (z + 3) 2 =8 
(X - 2) 2 + y 2 + (z + l) 2 = 8 
[3 jc - 8y + 7z - 1 = 0 


Giải hệ bằng phương pháp thế, ta có hai nghiệm và do đó có hai điểm c ; 


39 . Mặt phẳng cần tìm đi qua điểm M ữ ( 1 ; 2 ; 4) có phương trÌỊih : 

ạ(x- 1) + b(y - 2) + c(z - 4) = 0 (1) 

hay ax + by + cz = a + 2b + 4c với a + 2b + 4c * 0 (theo giả thiết). 
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Từ đó, ta xác định được toạ độ các giao điểm A, B, c là : 

A =Ị > + 2 ^ + 4c ;0 ;o) ; g = ^ 0; £+2fc+Ì£ ;o), 

C=(o ; 0 ; a + 2 ^ + 4c ). 

Vì OA = OB = oc nên OA 2 = ỡfl 2 = oc 2 , do đó ta có : 

(a + 2b + 4 cỷ (a + 2b + 4 cf (a + 2b + 4 c) 2 

2 2 “ 2 2 ” * 2 " " 2 
hay a 2 - b 2 - 2 . Có những trường hợp sau xảy ra : 

+ Nếu a, b, c cùng dấu thì a - b = c và phương trình (1) trở thành 

X + y + z -1 = 0. 

+ Nếu a, b cùng dấu và khác dấu vói c thì a = b = -c. Phương trình (1) trở thành 
X + y - z + 1=0. 

+ Nếu a, c cùng dấu và khác dấu với bứủa = c = ~b. Phương trình (1) trở thành 
x-y + z - 3 = 0. 


+ Nếu b, c cùng dấu và khác dấu với a thì -a = b = c. Phương trình (1) trở thành 
-X + y + z - 5 = 0. 

40 . Giả sử A = (a ; 0 ; 0), B = (0 \b ; 0), c = (0 ; 0 ; c) với a,b,c> 0 và (P) là 
mặt phảng phải tìm. Phương trình của (P) là : 

X y z 

-- + T + ■“ = 1. 

a b c 


Vì M 0 e ( p) nên Ị + ỉ + — = 1. 

a b c 

Thể tích của tứ diện OABC là : Vqabc - £&bc. 


Theo bất đẳng thức Cô-si: 


111 3 

1 = T + T + - ^ T7= <=> abc > 21 
a b c ìlabc 


=>Vn 


21 9 


dấu bằng xảy ra khi a = b = c = 3. 


Vậy VoABC n hỏ nhất bằng ^ khi a = b - c = 3, khi đó phương trình mặt 
phẳng (P) là x + y + z- 3=0. 
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41. a) Hai mặt phẳng trùng nhau. 

b) Hai mặt phẳng song song. 

c) , d), e) : Hai mặt phẳng cắt nhau. 

|"« = 2 + kn 


a = Ĩ2 + míI 

571 . 

_ a = 12 +nn 
a = kn 

a = ±-j + ỉn 


k,m, n e z. 


k, l G z . 


42. a) 


b) 



c) Hai mặt phẳng song song với nhau <=> 
2 


Ta có 


m + 3 
m 3 
Y = 5m + l 


rn ‘ro 
~2 \m 2 +3m- 


<=> 


m + 3 
4 = 0 


m 

: y 


5w + 1 


-10 v ; 


5 m 2 + m - 6 = 0 


o m = 1. 


Nhưng với m = 1 ta có y = ỉ và = ỉ, tức là điều kiện (*) không 

thoả mãn. Vậy không có giá trị nào của m để hai mặt phẳng song song. 

Từ đó suy ra : hai mặt phẳng trùng nhau o m = 1 ; 

hai mặt phẳng cắt nhau <=> m * 1. 

Hai mặt phẳng vuông góc với nhau khi: 2(ra + 3) + m. 2 + 3(5 m + 1) = 0 

„ 9 

<=> 19m + 9 = 0 <=> m = 

43. a) Gọi M{x ; y ; z) là điểm thuộc giao tuyến A của hai mặt phẳng, khi đó 
toạ độ của M là nghiệm của hệ : 


ịx-y + z = 4 
[3x -y + z = 1. 

Đây là hệ ba ẩn có hai phương trình. Ta tìm hai nghiệm nào đó của hệ. 


Cho z = 0 , ta có 


ịx-y = 4 

|3*-y = l 
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VậyMị^_l ; € A. 

' _3 

• , \x + z = 4 ■ x ~ 9 

Cho y = 0, ta có < _ => ị 

[3* + z = 1 11 

z= 2 

Vậy M 2 ^_1;0; ỉỉje A. 

Mặt phẳng phải tìm chính là mặt phẳng đi qua M 0 , Mị, M 2 . 

Viết phương trình mặt phẳng qua ba điểm trên, ta có kết quả : 

15jc -ly + lz - 16 = 0. 

b) Cách 1 : Ta thấy hệ phương trình 

|> + 2z-4 = 0 
jx+y-z+3=0 
[x + y + z- 2 = 0 

có một nghiệm duy nhất — 1; 

Điều này có nghĩa là giao tuyến của hai mặt phẳng 
y + 2z - 4 = 0 và x + y- z + 3 = 0 
cắt mặt phẳng x + y + z- 2 = 0. 

Vậy không tồn tại mặt phẳng thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Cách 2 : Ta tìm hai điểm thuộc giao tuyến của hai mặt phẳng. 

Cho z = 0, ta được Mị = (-7 ; 4 ; 0). Cho y = 0, ta được M 2 = (-1 ; 0 ; 2). 

Gọi ( a ) là mặt phảng song song với mặt phẳng jc + y + z- 2 = 0 thì ( a ) 
có dạng : . 

x + y + z + D = 0, D * -2. 

Ta xác định D để Mị, M 2 e (a). D là nghiệm của hệ : 

ị-7 + 4 + D = 0 
Ị-l + 2 + D = 0. 

Hệ vô nghiệm. Vậy không tồn tại mặt phẳng thoả mãn yêu cầu bài toán. 

c) Ta tìm hai điểm Mị, M 2 thuộc giao tuyến của hai mặt phẳng. 

Gọi n' = (2 ; 0 ; -1) là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 2x - z + 7 = 0. 

Khi đó mặt phẳng cần tìm là mặt phẳng đi qua Mị và có vectơ pháp tuyến 
h = \_MịM 2 ,n'~\. 
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Sau các tính toán, ta có kết quả : Mặt phảng cần tìm có phương trình : 


X - 22ỵ + 2z + 21 = 0. 


44. Để ba mặt phẳng đã cho cùng đi qua một đường thẳng, điều kiện cần và đủ 
là mặt phẳng 5 x + ky + 4z + m = 0 phải chứa hai điểm phân biệt của đường 
thẳng A với A là giao tuyến của hai mặt phẳng còn lại. 

Ta tìm hai điểm nào đó của A. 


Cho y = 0, ta có 


3x + z = 3 
X - 2z = -5 


Í3*-7y = 3 

Cho z = 0, ta có \ ■ 

\x - 9y = -5 


7 

18 : 
7 

31 
: 10 


>M ' (Ậ;0;^JeA. 


>Mo 


31 ; 9 ; 0 | 

10 10 1 


Thay toạ độ điểm Mị, M 2 vào phương trình mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0, 
ta được hệ 


5 , 72 , _ _ _ 
— + — + m = 0 


155 , 9k , _ - 

w + 10 +m=0 


>lc = -5,m = -n. 


45 . Vectơ pháp tuyến của ba mặt phẳng ( p), ( Q ), ( R ) lần lượt là : 

n p = (1 ; 1 ; 1), n Q = (m ; -2 ; 1 ),n R = (m ; m - 1 ; -1). 

Ba mặt phẳng đôi một vuông góc khi và chỉ khi: 
ịm -2 + 1 = 0 ịm = 1 

J m + m - 1 - 1 = 0 <=> <Ị m = 1 <=>m = l. 

[m 2 -2m+ 2-1 = 0 [(m - l) 2 = 0 

Gọi I(x ; y ; z) là giao điểm chung của cả ba mặt phẳng. Toạ độ điểm / là 
nghiệm của hệ 

ịx + y + z- 6 = 0 

ịx - 2y + z = 0 =>/=( 1 ; 2 ; 3). 

[x - z + 2 = 0 
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46 . a) Dễ thấy điểm M 0 (4 ; 3 ; 0) thuộc mặt cầu và điểm 1(3 ; 1 ; -2) Ịà tâm 
mặt cầu. Do đó, mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm M 0 là mặt phẳng 
đi qua M ơ với vectơ pháp tuyến IM 0 , nó có phương trình : 


l.(jt - 4) + 2(y - 3) + 2(z - 0) = 0 hay X + 2y + 2z -10 = 0. 

b) Bán kính R của mặt cầu phải tìm bằng khoảng cách từ tâm /(-2 ; 1 ; 1) 

tới mặt phẳng ( a ) nên R - - 2 + Z.z2lẲ— = 1. 

VI + 4 + 4 

Vậy phương trình mặt cầu là (x + 2) 2 + (y - 1 ) 2 + (z - l) 2 = 1. 


c) Ta có BC - (-3 ; 0 ; 1), BD = (- 4 ; -1 ; 2) => [sC.Bơ] = (1 ; 2 ; 3). 
Vậy phương trình mặt phẳng ( BCD ) là : 

l.(x - 3) + 2(y - 2) + 3(z - 0) = 0 hay X + 2y + 3z - 1 = 0. 

Gọi R là bán kính mặt cầu phải tìm, ta có 


R=d{AM -_\ỉi2^±mzJì=4ũ. 

VI + 4 + 9 

Vậy phương trình mặt cầu là : 

(x-3) 2 + Cy + 2) 2 + (z + 2) 2 = 14. 
d) Phương trình mặt cầu ( s ) phải tìm có dạng 

X 2 + y 2 + z 2 - 2ax - 2by - 2cz + d = 0. 


Ta có A G (5) 1 - 2a + d = 0; 

B e (5)=> 1 -2Ò + J = 0, 
c e (S) => 1 - 2c + d = 0. 


Đồng thời tâm ỉ(a ; b ; c) của mặt cầu thuộc mặt phẳng x + > + z- 3 = 0 
nên ư + 6 + c- 3 = 0. 

íl-2ớ + ư = 0 


Giải hệ 


\-2b + d = ồ 
1 - 2c + d = 0 


^a-b-c-d - 1. 


ứ+b+c-3=0 


Vậy phương trình mặt cầu là 

Jt 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2y - 2z + 1 = 0. 


12-BTHH 12-NC-A 
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47. a) Mặt phẳng ( p) chứa Oz nên có dạng Ax + By = 0 => n p = (A ; B ; 0). 
Ta có n a = (2 ; 1 ; - >/5). Theo giả thiết của bài toán : 


I_/— —_ \2A + B\ 

Ịcosịn^,^ J - r ———— -- COSÓ0 

VA 2 + B 2 .J 4 + 1 + 5 

■« 2|2A + s| = VĨÕ.Vấ 2 + B 2 

o 6/1 2 + I6/1B - 6fi 2 = 0. 

Lấy 5 = 1 ta có 


6A 2 + 16A - 6 = 0 => 
Vậy có hai mặt phẳng (P) : 



_Ị_ 

2 


3* + y = 0; 


-3jc + y = 0. 


b) Mặt phẳng ( Q ) đi qua A, c và tạo với mp(ơxy) góc 60° nên (Q) cắt Oy 
tại điểm £(0 ; b ; 0) khác gốc o => b ± 0. 

Khi đó phưomg trình của mặt phẳng ( Q ) là : 

l + 1 + y = 1 hay àx + 3y + 3ỐZ - 3& = 0 
=> rtg = (b ; 3 ; 3&). 


Mặt phẳng (Oxy) có vectơ pháp tuyến là k (0 ; 0 ; 1). Theo giả thiết, ta có 


= cos60° <=> 


M 




_ I 
12 " 2 


+ 9 4- 9 b z 

«■ |66| = Vl0í> 2 + 9 <s> fe 2 = ^ «> = ±-ýL; 

26 v'26 

Vậy có hai mặt phẳng (Ổ): 

* - VỈ6y + 3z - 3 = 0, 

X + V 26 y + 3z - 3 = 0. 

48. a) M € Oy <=> M = (0 ; y 0 ; 0). Vậy : 

d(M ; {tí)) - , d{M, {tí)) = l~ y °~ 5 I . 

V 3 . V3 
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Ta có d{M, {tí)) = d(M, {tí)) o \y Q + l| = \y Q + 5\ '<=> y 0 = -3. 
Vậy điểm phải tìm là M(0 ; -3 ; 0). 


b) Phương trình mặt phẳng {ABC) là: — + 7 - + — = 1 

a b c 


> d{0 ; {ABC)) = 


1 1 _L 

lạ 2 + b 2+ c 2 


Theo bất đẳng thức Cô-si, ta có -Ịr- + —r + “T - 33 /—-Ì- 


ữ z b L c z 


và 3 = a 2 + b 2 + c 2 > 3 \Ja 2 b 2 c 2 , 

.._■ 1 . 1 . 1 .,.. í 


Suyra:^ + ^ + ^> 3 « a + -L + ±>V 3 . 


a z 6 Z c 


ứ z ố z c z 


Từ đó suy ra : d{0 ; {ABC)) < 


Dấu = xảy ra khi a = b 2 - c 2 = 1 hay a = b = c=ì. 


Vậy d{0 ; {ABC)) lớn nhất bằng —J= khi a = b = c = 1. 

• V 3 


49. (h.99) a) Từ giả thiết ta có c = {a ; a ; 0), 
c = {a a ; b) => M = 

Ta có = (-ữ ; ứ ; 0); 

ẽS = Ịo;a;|j ; BĨ' = (-« ; 0 ; b) 

=> [ãD,ÃÃ?] = [y ;y ; - a 2 j. 

Vậy VW M = ị|[ãD,ẽÃ?].ãv| = —■ 

b) Mặt phẳng {A'BD) có vectơ pháp tuyến 
* n x = [ổD.ìM'] = ; ab ; ứ 2 ). 



//m/ỉ 99 
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Mặt phẳng (MBD) có vectơ pháp tuyến 


«2 = [bD,Bm] = 


Vì vậy (MBD) 1 (A'BD) <=> ^.«2 = 0 


a z fr z ạT 
0 2 + 2 


<=> a 2 b 2 = a 4 <=> a 2 = b 2 a - b 0^ = 1. 

b 

(do a > 0, b > 0) 

50. a) Giả sử A * 0, khi đó mặt phẳng thứ nhất cắt trục Ox tại điểm M Q , 
M 0 = Khoảng cách từ M 0 tới mặt phẳng thứ hai chính là 

khoảng cách d giữa hai mặt phẳng. 

VẠyd= -MdL ■ ■ l«-d . 

Va 2 + b 2 + c 2 


' +B Z +C Z 

b) Mặt phẳng (à) song song với hai mặt phẳng đã cho có phương trình 
Ax + Bỵ + Cz + F = 0(F*D,F*E). 

Để («) cách đều cả hai mặt phẳng đã cho thì : 

\F-D\ _ ' \F-E\ 




+ B+C 




+ b l + c z 


o\F -D\ = \F -E\o F -D = ±(F -E). 

Vì D * E, nên ta phải có F - D = -F + E F = 
mặt phẳng (a) là : 

D + F 

Ax + By + Cz + —= 0. 


D + E 


Vậy phương trình 


51. Một mặt phẳng muốn cách đều hai điểm M, N thì hoặc nó đi qua trung 
điểm của MN hoặc nó song song với MN. Vì vậy, để mặt phẳng (à) cách 
đều bốn đỉnh A, B,C,D của hình tứ diện thì: 

- Hoặc mặt phẳng ( a ) đi qua trung điểm của ba cạnh cùng xuất phát từ 
một đỉnh của tứ diện. Có bốn mặt phẳng như vậy. 

- Hoặc mp(ậ) chứa hai đường trung bình của tứ diện. Có ba mặt phẳng 
như vậy. 
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Tóm lại, ta có bảy mặt phẳng thoả mãn yêu cầu của đề bài là 

x-z- 6 = 0; x + y - 10 = 0 ; X + 2y - z - 8 = 0 ; 2x + y - z- 14 = 0; 

x-y- z-2 = 0; 2x + y + z- 16 = 0; 5* + y - 2z - 28 = 0. 

52. a) Đường thẳng M X M 2 cắt (a) khi và chỉ khi M X M 2 không vuông góc với 
h (A ; B ; C) (h là vectơ pháp tuyến của (à)), tức là : 

M x M 2 .h * 0 <=> A(x 2 -Xị) + B(y 2 -y x ) + C(z 2 - Zị) * 0 

<=> Ax x + By x + Cz x +D* Ax 2 + By 2 + Cz 2 + D. 

b) Đoạn thẳng M X M 2 cắt (à) khi và chỉ khi có một điểm I thuộc ( a ) và 
chia đoạn thẳng M]M 2 theo một tỉ số k < 0. Gọi (x G ; y Q ; z 0 ) là toạ độ của 
điểm /, ta có : 

, £i - 2 v _ y\- - ịyi , . £ị - fe 2 
0 ỉ-k ,y ° \-k ’ ° 1 -it 

và Ấx 0 + 5y 0 + Cz 0 + D = 0 

<^ì> (ẤXị + fiy| + Cz x + D ) = k{Ậx 2 + 5y 2 + Cz 2 + Z)). (*) 

Vì k < 0 nên điều kiện trên tương đương với điều kiện 
(Ax x + By x + Czj + D)(Ax 2 + By 2 + Cz 2 + D) < 0. 

c) M x nằm giữa I và M 2 <=> / chia đoạn M X M 2 theo tỉ số k mà 0 < k < 1. 
Ta vẫn có điều kiện (*), nhưng vì 0 < k < 1 nên điều kiện đó tương đương 
với điều kiện : 

_ AXi + By x + Cz, + D , 

0 < -— n l ——2 -— < 1 . 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + D 

d) Tương tự như trên, ta có điều kiện : 

Axọ + By 7 + Czọ + D 

0 < — -—— < 1 . 

Ax x + By x + Cz x + D 

Chú ý : Từ kết quả trên ta suy ra kết luận sau : 

Hai điểm M x (x x ; y x ; Zj) và M 2 {x 2 ; y 2 ; z 2 ) nằm cùng một phía đối với mặt 
phẳng ( a) : Ax + By + Cz + D = 0 khi và chỉ khi 

(Axị + By Ị + Cz x + D){Ax 2 + By 2 + Cz 2 + D') > 0. 
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53. (h.100) Ta chọn hệ trục toạ độ Oxyz sao cho gốc toạ độ là tâm o của đáy, 
tia Ox chứa OA, tia Oy chứa OB, tia Oz chứa os. 

2. 


Khi đó : A -- 


B-- 


; 0;0 


a4ĩ 


; 0;0 


c= ' 2 

s = (0;0;h). 

Rõ ràng giao điểm M của 
SO va AI chính là trọng tâm 
tam giác SAC nên 



M = ị0’,0;-ị 

Mặt phẳng ( ABI ) cũng chính là mặt phẳng ( ABM ). Vậy mp (ABI) có phương 
trình là : 


' + h l ' 


* 

ữyfĩ d\Í2 

~2~ T~ 3 

Do đó, khoảng cách từ s tới mặt phẳng ( ABI ) là : 

l-gill 

h 


d = 


2 ah 


í 1 ì 

2 

í 1 " 

2 

rn 

7 [ 

a-JĨ 

+ 

ơyỉĩ 

+ 

h 

t 

l 2 J 


{ 2 ) 


u ) 



| 2 _. 

2 


■ĨÃh 2 


+ 9a 


54. (h.101) a) Ta chọn hệ trục Oxyz sao 
cho gốc o là đỉnh A' của hình lập 
phương, tia Ox chứa A'B\ tia Oy chứa 
A'D' và tia Òz chứa A'A. Khi độ 


A' = (0 ; 0 ; 
ư = (0 ; 1 

c = (l ; 1 ; 

D = { 0 ; 1 ; 


0),5' = (1 ; 0 ; 0), 
0), A = (0 ; 0 ; 1) 
1), B = (1 ;0; 1), 
1), C' = (l ; 1 ;0). 
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Từ đó : 

ÃC' =(1 ; 1 ; - 1 ), Ã^B =(1 ; 0 ; 1 ) 

=> ÃC\Ã r S = 0 => AC' 1 A'B. 

b) Ta có M=Q-; 0; 0^,1V=^1; ỉ; lj,p= Ị^O; 1; 

MN = Q-; ị; lj => ~MNĂC' = 0 => Af V ±AC. 

MP = ị-ị-, 1; => MPÃC' =0 =>MP 1AC\ 

Vậy AC 1 mp {MNP). 



§3. Phương trình đường thẳng 


ịx = -3 + 2 1 
55. a) d : ị y = 5 - 3t 
[z = 1 - 4t. 

X = -3 + 2t 
y = 1 + t 
z = -1 + 3í. 



Íjc = 2-+2/ 

56. .) , = -l + 3r«£^ = Z±i = £ + i 
[z = -4 + 3? 


* + 1 _ y - 2 _ 2 - 
1 ~ -4 
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57. a) Cách 1 . Điểm M(x ; y; z) e d khi toạ độ của M là nghiệm của hệ 
Ịx-3y + z = 0 
\x + y - z + 4 = 0. 

_ [x + z = 3t ịx = -2 + t 

Đặt y = t, ta có í , => ị ^ 

[x - z = -4 - t [z = 2 + 2 1. 

Vậy phương trình tham số của d là : 
ịx = -2 + t 


(*) 


[z = 2 + 2t. 

Cách 2. Ta tìm một điểm thuộc đường thẳng d bằng cách cho y = 0 trong 

hệ (*). 

_ ịx + z = 0 f X = -2 

Ta có hệ < =í> ị 

[x - z = -4 [z = 2. 

Vậy điểm M ơ (-2 ; 0 ; 2) thuộc đường thẳng d. 

Vectơ chỉ phương của đường thẳng d là 


ũ - 


-3 1 


1 


= (2 ; 2 ; 4). 


Vậy phương trình tham số của d là : 

ịx = -2 + 2t 
\y = 2t 
[z = 2 + 4 1. 

x = 0 

b) d : - y = -3 + 2t 
z = t. 

58. Giả sử M là một điểm bất kì. Khi đó : 

M thuộc đường thẳng ẠB <=> AM = t AB, íeR; 

M thuộc tia AB <=> AM = tAB, t e [0,oo) ; 

M thuộc đoạn thẳng AB <=> AM = tAB, t E [ 0 , 1 ]. 

Từ đó suy ra phương trình tham số của đường thẳng AB là 
ịx = 2 + 3t 

i y = 4 - 4í t E R ; 
z = -1 + 8/ 


184 



59. 


phương trình tham số của tia AB là 
[x = 2 + 3t 


< y = 4 - 4t 
z = -1 + 8í 


t € [0, co) ; 


phương trình tham số của đoạn thẳng AB là 
í X = 2 + 3t 

\y = 4-41 t e [0,1]. ' 




y - 3 _ z + 1 


- 4 _ y - 3 _ z - 1 
2~ “ -3 ~~1T' 

: = 1 + 21 

e) Vectơ chỉ phương của đường thẳng cần tìm là : 


1 -11 
1-1 5 


1 1 
5 2Ị 


1 


= (4 ; -7 ; -3). 


1 

: 2 - 1 | 

ịx = ì + 4t 

Vậy phương trình đường thẳng là ịy = 2 - Ít 
[z = -1 - 3 1. 

g) Vectơ chỉ phương của đường thẳng là ũ = n a = (1 ; 2 ; -2). 
ị X = -2 + t 

Vậy phương trình là : ịỵ = 1 + 21 
z = -2 1. 


185 



h) Vectơ chỉ phương của đường thẳng cần tìm là 

a = ra = (|l 2 0~ 2 |ị" 2 ^|ĩ' 1 2 |) = (-4:-2 ;d. 

Ịx = 2-4 1 

Vậy phương trình của nó là : ị y = -1 - 2/ 

[z = 1 + t. 

60. Ta có thể viết phương trình đường thẳng d dưới dạng 
X - x ữ + at 
y = y 0 +bt 
z = z ữ +ct. 

Mỗi điểm M(x;ỵ;z)ed có hình chiếu trên mp(Òxỵ) là điểm 
M\x; ỵ; 0) e d' với d' là hình chiếu của d trên mp(0.xy). 

Vậy đ có phương trình tham số là 
X = x 0 + at 

y = y 0 +bt 

z = 0. 

Tương tự, ta có phương trình hình chiếu của d trên mp (Oxz), mp(Ọyz) lần 
lượt là : 

ịx = x 0 + at fjc = 0 

ịy = ồ ; \y = y 0 + bt 

l z = Z o + ct Ịz = Z Q + ct. 

61. a) Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng d trên mặt phẳng 
toạ độ ( Oxy ) là 

ịx = 1 + 2t 
\y = -2 + 3t 
[z = 0. 

* Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng d trên mp(ơ;cz) là 
[x = 1 + 2í 
\y = 0 
[z = 3 + t. 




186 



* Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng d trên mp(ỡyz) là 

ÍJC = 0 

ịy = -2 + 3t 
[z = 3 + t. 

* Hình chiếu vuông góc của đường thẳng d trên mp(a) là giao tuyến của 
mặt phẳng (à) với mặt phẳng (J3), trong đó (J3) là mặt phẳng chứa đường 
thẳng d và vuông góc với ( a). 

Vectơ chỉ-phương của d là u d = (2 ; 3 ; 1), vectơ pháp tuyến của ( a ) là 
n a = (1 ; 1 ; 1). Vậy vectơ pháp tuyến của (/?) là : 



Điểm M 0 ( 1 ; -2 ; 3) thuộc d và cũng thuộc (/?), do đó phương trình mặt 
phẳng (0) là 2{x - 1) - l(y + 2) - l(z - 3) = 0 hay 

2x - ỵ - z - 1 = 0. 

Vậy hình chiếu của d trên mpO) là giao tuyến của hai mặt phẳng ( a) và 
{p) có phương trình lần lượt Ịàx + y + z- 7 = 0và2x-y-z-l=0. 
Suy ra phương trình tham số của nó là 



[z = t. 


b) Gọi ( J3) là mặt phẳng chứa đường thẳng d và vuông góc với ( a ) thì 
ip) : 2x + y + 2z - 7 = 0. 

Khi đó hình chiếu của đường thẳng d trên mpO) là giao tuyến của 
mp(«): X + 2y - 2z - 2 = 0 và mp (J3) : 2x + y + 2z - 7 = 0. 

Từ đó suy ra phương trình đường thẳng d là 
X - 4 _ y + 1 _ z 

2 “ -2 ~^ĩ' 
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62. a) Đường thẳng d đi qua M 0 ( 1 ; 7 ; 3) và cớ vectơ chỉ phương u (2 ; 1 ; 4). 
Đường thẳng d ' đi qua M' 0 (6; -1; -2) và có vectơ chỉ phương w' (3 ; -2; 1). 

Ta có 

suy ra^ìỉ,M'j. M 0 M' Q - 0. Vậy d và ú?’ cắt nhau. 

b) d, d' chéo nhau. 

c) d, d' song song. 

d) d, d' song song. 

e) d, d' trùng nhau. 

63. a) Đường thẳng d đi qua điểm M 0 (12 ; 9 ; 1) và có vectơ chỉ phương u (4 ; 3 ; 1). 
Mặt phẳng ( a ) có vectơ pháp tuyến « = (3 ; 5 ; -1). 

Vì ũ.n = 26 * 0 nên d cắt (à). 

b) d song song với (à). 

c) d nằm trong ( a ). 

d) d cắt (à). 

e) d cắt ( a ). 

64. a) Đường thẳng dị đi qua điểm Mị {i ; 2; 0) và có vectơ chỉ phương Uị (1; 2; -2). 
Đường thẳng d 2 đi qua điểm Af 2 ( 2 ; 2; 0) và có vectơ chỉ phương «2 (2 ; 4; -4), 
Rõ ràng « 2 = 2ỉq nên dị, d 2 cùng nằm trên một mặt phảng, ta gọi là mp(a). 

Ta có vectơ pháp tuyến của mp(à) là n a = [« 1 ,M 1 M 2 ] = (0 ; -2 ; -2). 
Vậy phương trình mặt phẳng (à) là : 0(x - 1) - 2(y - 2) - 2(z - 0) = 0 hay 
( a): ỵ + z - 2 = 0. 

b) Gọi A là giao điểm của đường thẳng d 3 và mp(ỡr). Toạ độ củạ A thoả 
mãn hệ 

X = 21 

y = t _ 1 

• =>/ = —• 
z = ì + t 2 

y + z - 2 = 0 


Aí 0 M; = (5 ; -8 ; -5), '«,?] = (9 ; 10 ; -7) # õ, 
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Suyra A = (l;i;0 

Gọi B là giao điểm của đường thẳng d A và mp(ớr). Tưofng tự như trên, ta 
có 5 = (4 ; 2 ; 0). 

—♦ ( 3 3 ^ 

Đường thẳng AB nằm trong ( a ) cắt cả d 3 và dị. Mặt khác AB = 13; ị 

không cùng phương với Mị (1 ; 2 ; -2). Do đó AB cắt cả dị và d 2 . Vậy AB 
chính là đường thẳng d cần tìm. 

“x-4 =Z -2 =jl 


65. a) Điểm M{x ; y ; z) cách đều ba điểm A , B, c khi và chỉ khi 
í MA 2 = MB 1 


- l) 2 + (y - l) 2 + (z - l) 2 = (JC + l) 2 +(y- 2Ý + z 2 
\(x - l) 2 +(y- l) 2 + (z - l) 2 =(x- 2) 2 + (y + 3) 2 + (z - 2) 2 
J-4 jc + 2y-2z-2 = 0 Í2jc-y + z + l = 0 (1) 

^ [2jc - 8y + 2z - 14 = 0 ^ \x - 4y + z - 7 = 0 (2) 

Vậy tập hợp điểm M{x\ y; z) là đường thẳng giao tuyến của hai mặt phảng 
lần lượt có phương trình (1) và (2). Đường thẳng đó có phương trình là 


|z = 15 + 7í 

NÓ chính là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

b) Xét điểm M(x ; y ; z). Khi đó khoảng cách d x từ M tới trục Ox là 

. |[õm,7]| Ị 2 ; _2 
1 + ’ 
khoảng cách dy từ M tới trục Oy là 


Mặt khác MA =Ậx - l) 2 + (y - l) 2 + z 2 . 
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Vậy M là một điểm của quỹ tích khi 


y 2 + z 2 = X 2 + z 2 


/ + z 2 : 


: X 2 + y 2 + z 2 - 2(x + y) + 2 


: y 


(1) 


X - 2(x + y) + 2 = 0. (2) 

Từ (1) suy ra X = ỵ hoặc X = -y. 

Khi X = y, phương trình (2) có dạng : X 2 - 4x + 2 = 0 => X = 2 ± \fĩ. 

Trong trường hợp này, quỹ tích M là những điểm (x; y; z) mà : 

íx = 2 + yỊĨ íx = 2 ~ yỊĨ 

j y = 2 + V2 (3) và ịy = 2 - V2 (4) 

[z = t [z = t. 

Khi X = -y, phương trình (2) trở thành : X 2 + 2 = 0. Điều này không xảy ra. 
Vậy quỹ tích cần tìm là hai đường thẳng có phương trình (3) và (4). 

66. a) Giải hệ gồm phương trình các mặt phẳng xác định A và A', ta có một 
nghiệm duy nhất 


x = ~ĩ 

* y = 0 

_ 3 

z ~ 2 ' 

Vậy A và A’ cắt nhau tại điểm lị- 2 ’ 0 ; 

b) Ta chọn một điểm thuộc A, có thể lấy A = (0 ; -1 ; 0) G A. 
Chọn một điểm thuộc A', có thể lấy B = (0 ; 1 ; 4) E A'. 

—* ĨẢ 

Khi đó, vectơ chỉ phương đơn vị của A là e x = 7 =q-, 

Im| 


vectơ chỉ phương đơn vị của A' là e 2 
—> í \ _0 

Suy ra 


r IB 
ĩè\ 


1-2-3 
= \Jĩi''ylĩÃ ; jĩĩ)' 


12 5 

V3Õ ; V3Õ ; V3Õ 
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Ta có e x + <?2 , e\ - e 2 là các vectơ chỉ phương của cặp đường phân giác 
của các góc tạo bởi À và A'. 

Vậy phương trình chính tắc của cặp đường phân giác là : 

"ị _Ịzj 

_Ị_ + _Ị_ _-2_ + _2_ -3 5 

VĨ4 V3Õ VĨ4 Vãõ VĨ4 v5o 

và 

v 1 _ 3 

x+ 2 y z 2 

1 __Ị_ _2_ _-3_5_' 

VĨ4 V3Õ n/Ĩ4 V3Õ VĨ4 V3Õ 

67. a) Đường thảng d đi qua điểm M{- 2; 1; -1) và có vectơ chỉ phương ũ (1; 2; -2). 
Ta có M 0 M = (-4 ; -2 ; -2)=> [m,M 0 Aí] = (-8 ; 10 ; 6) 

^ ư(M s d) = pw]| = V(~8) 2 + 10 2 + 6 2 = ^ỘÕ = I 0 V 2 
|m| ỰĨ2 + 2 2 + (-2) 2 3 3 

b) Ta xác định được một vectơ chỉ phương của í/ là ũ = (4 ; -2 ; 1). 

Mặt phẳng («) đi qua M ữ ( 2 ; 3 ; -1) và vuồng góc với d có phương trình 
4(x - 2) - 2(ỵ - 3) + l(z + 1) = 0 
hay 4x - 2ỵ + z - 1 = 0. 

Gọi H là giao điểm của d và (à). Toạ độ điểm H là nghiệm của hệ : 

Í4x - 2y + z - 1 = 0 
jx + y-2z-l = 0 => // = 

[-V + 3y + 2z + 2 = 0 

Khi đó 

d(M 0 , d) = = |2-ảH3 + ẳ) 2 + (- 1 + ẳ) 2 

1 2870 _ Ị 205 

~]Ị 14 2 “ V 14 • 
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c) d{M 0 , d) ■■ 


d )d(M ữ ,d)-. 


79022 

26 

■ã 


68. Vectơ chỉ phương của đường thẳng d là ũ = (1 ; 1 ; 3), vectơ pháp tuyến 
của mp (a) ỉà H = (2 ; 1 ; -1). 

Vì n . ũ =0 nên n -L ũ. Dễ thấy M Ể (a). Do đó d II ( a ). 

Khoảng cách từ M tới (a) bằng khoảng cách giữa d và (a) nên 

1-1 + 51 _ _4_ 2y/ẽ 

\Í6 3 


d(d, (a)) = 


v?~+ 


1 Z + 1 A 


69. a) Đường thẳng dị đi qua điểm M 0 ( 1 ; -1 ; 1) và có vectơ chỉ phương 
u = (1 ; -1 ; 0). Đưòng thẳng d 2 đi qua điểm M' 0 (2 ; - 2 ; 0) và có vectơ 

chỉ phương u' - (-1 ; 1 ; 1). Vì M 0 M' 0 = (1 ; -1 ; -1) = -u' nên hai 
đường thẳng đó cắt nhau, do đó khoảng cách giữa chúng bằng 0. 

b) Hai đường thẳng song song. 

Khoảng cách giữa chúng bằng khoảng cách từ một điểm thuộc đường 
thẳng này tới đường thẳng kia. 

c) Cách ỉ. Đường thẳng dị đi qua M 0 ( 1 ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương 
«1 (1 ; 2 ; 3). 

Đường thẳng d 2 đi qua M' 0 (2 ; -1; 0) và có vectơ chỉ phương u 2 (-1 ; 1 ; 1). 


Khoảng cách giữa d x và d 2 là 
d{d x , d 2 ) = 


E. 


.MX 

_ 726 


K' 


13 


Cách 2. Gọi (a) là mặt phảng chứa d 2 và song song với dị. Khi đó, (a) đi 
qua M' ữ (2 ; - 1 ; 0) và có vectơ pháp tuyến h = [ư^] = (-1 ; -4 ; 3). 


Phương trình của mp(«) là : X + 4y - 3z + 2 = 0. 
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,r, ,, , , \ — ÀÍA/Í _ ll + 4.2 — 3.3 + 2| 
Vậy d(d x ,d 2 ) = d(M 0 , (ớộ) = . — 

VI + 16 + 9 


-s/26 

13 


d) d(d x , d 2 ) = VÕ. 

70. 1. côsin của góc giữa đường thẳng và các trục Ox, Oy, Oz lần lượt là : 

Vó.Vó.Vó 

3 ; 6 ; 6 ' 


2. Gọi (p là góc giữa hai đường thẳng đã cho 

-_3ỵ/ẽ . ■ ■ ,. 3 

a)cosộ7= - ĩ -^-; b) COSỘ9 = 


14 ’ Jnj26 

71. Gọi ọ là góc giữa đưòfng thẳng A và mặt phẳng ( a ) 


, . 1 

a) sin ọ - — T= ; 
3VĨ4 

c) <p= 30°; 


b) sinộ? = 
d) ẹ = 30° 




72. a) Phương trình của đường thẳng đi qua điểm M 0 (l ; -1 ; 2) và vuông góc 
với mặt phẳng («) là : 

í X — 1 4- 2 1 

\y = - ì - t 

[z = 2 + 2 1. 


Gội M' 0 (x ; y ; z) là hình chiếu của M 0 trên mp(«). Toạ độ của M' ữ thoả 
mãn hệ : 

ị X = \ + 21 


y = -ì-t 19 

=> t = 

z = 2 + 2r 9 

2x - y + 2z + 12 = 0 


Vậy M; 



29. 

10. 

20" 

“l 

. 9 ; 

; 9 ; 

9 J' 


b) = (-1 ; 2 ; -3), Ãc = (-3 ; 4 ; 1) => AB,AC^ị = (14 ; 10 ; 2). 


Lấy một vectơ pháp tuyến của mp(A£C) là n = (7 ; 5 ; 1), ta có phương 
trình của mặt phẳng (ABC) : Ix + 5y + z - 37 = 0. 


13-BTHH 12-NC-A 
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Đường thẳng đi qua D và vuông góc với mp {ABC) có phương trình : 
ịx = 1 + Ít 
\y = \ + 5t 
[z = 1 + t. 

Toạ độ hình chiếu D' của D trên mp {ABC) thoả mãn hệ 
[x - 1 + Ít 


y = \ + 5t 
z = 1 + t 

Ix + 5y + z - 37 = 0. 


Suy ra ư = 

«(ả4 


^ .13.33fỊ 
I 25 ’ 5 ’ 25 J' 

-ềí 

34 ) 


73. a) Trước hết, ta xác định hình chiếu vuông góc H của M 0 trên ( a ). Gọi d là 
đường thẳng qua M ơ và vuông góc với (a), ta có 
ịx = 2 + l 
d : ịy = -3 + 3t 
[z = 1 - t. 

Toạ độ điểm H(x ; y ; z) thoả mãn hệ : 

[x = 2 + t 


U = -3 + 3/ 'f2* Ị5 

jz = l-r lll 11 ; 11J' 


x: + 3y-z + 2 = 0 


Gọi M' là điểm đối xứng của M 0 qua mặt phẳng («) thì H là trung điểm 
của M 0 M' nên ta có : 


Xfyị' + 2 28 

2 = TĨ 

yx - 3 11 

2 11 


>M' = 


3_' 

11 ’" 


b) A' = 

c) B' = 


\ ĩML±l = 5 
{ 2 11 
'48.24.65^ 

49 ; 49’ 49 ;’ 
12 . 18 , 34 "! 

7 ’ 7 ’ 7 


194 


13-BTHH 12 - NC - B 



74. (h.102) 

a) Theo chú ý ở bài tập 52, ta nhận thấy hai điểm A, B ở khác phía đối với mặt 
phẳng (à). 

Gọi A' là điểm đối xứng của điểm A qua mặt phẳng (à), ta có : 

I MA - MB\ = I MA'- MB\ < A'B (không đổi). 

Dấu xảy ra khi A' nằm giữa hai B 

điểm B, M hay M là giao điểm của 
đường thẳng A'B với mp(ớộ. 

Vậy bài toán được giải theo trình tự sau : 

* Xác định điểm A' đối xứng với điểm A 
qua mp(ò), làm như bài 73, ta có 
Ầ' = (-1 ; 3 ; -2). 

* Tìm giao điểm M của đường thẳng Hình 102 

A'B với mp(tf). 

ịx = —1 + 8? 

Đường thẳng A'B có phương trình : j ỵ = 3 - t 

[z = -2-1 lí. 

Toạ độ điểm M(x ; y ; z) thoả mãn hệ : 

X = —1 + 8/ 

lĩ-2-n, =>'-i^« = (7:2;-13). 

2x-y + z + l = 0 

Vậy I MA - MB\ lớn nhất khi M = (7 ; 2 ; -13). 

b) Gọi I là trung điểm của đoạn AB => / = (5 ; 2 ; 5). 

Ta có MA + ĨÃB = 2 ĨÃỈ => |mấ + m\ = 2 MI. 

Vậy \mA + Mb| nhỏ nhất <» M/ nhỏ nhất với / cố định vàMe(ữ)«M 
là hình chiếu vuông góc của / trếrt mp(a). 

Toạ độ của M(x ; y ; z) là nghiệm của hệ : 

X = 5 + t 
y = 2 + t 

_ : . ' => í = -5 M = (0 ; -3 ; 0). 

z = 5 + t 

x+y+z+3=0 
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Kết luận : I MA + Mb\ nhỏ nhất (= 2 MI = \0\Ỉ3 ) khi M = (0 ; -3 ; 0). 

75. a) Ta có 5C = (1 ; -1 ; 7). Phương trình đường thẳng BC là 
ịx = 4 + t 

[z = -3 + Ít. 

Phương trình mp (a) đi qua A và vuông góc với BC là : 

\(x + 1) - lCy - 3) + 7(z - 2) = 0 hay X - y + lz - 10 = 0. 

Gọi H là hình chiếu của điểm A trên đường thẳng BC thì toạ độ cửa 
H(x\y\z) thoả mãn hệ : 


X = 4 + t 

= -=>H = 

z = -3 + lt 

x-y + lz-\0 = Q 


231 27,36^ 

51 ; 51’51 


b) // = (1 ; 0 ; 

76. a) Phương trình mặt phảng qua điểm M ơ (2 ; -1 ; 1) và vuông góc với 
đường thẳng d đã cho là 

2(*-2) + (-l)Cy+ 1)+ 2(z - 1) = 0 <=> 2x - y + 2z — 7 = 0. 

Gọi H(x ; y ; z) là giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng trên, ta có : 

*-(Mề 

Gọi M' 0 (x;y;z ) là điểm đối xứng với điểm M 0 qua đường thẳng d thì H là 
trung điểm của đoạn thẳng M ữ M' ữ . Do đó 
(x + 2 17 


1#f ( 16. 17 7 

Vậy M 0 - ; Q ; Q 
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b) Ta xác định được vectơ chỉ phương của d là u d - = (3 ; 4 ; 2). 
Khi đó phương trình mặt phẳng qua M ữ và vuông góc với d là : 
(a) : 3x + 4y + 2z + 7 = 0. 

Gọi H(x ; y ; z) là giao điểm của d và ( a ), ta có H = (1 ; -3 ; 1). 


Gọi M' 0 (x;y\z) là điểm đối xứng của M 0 qua d, ta có Mỏ = (5 ; -7 ; 3). 


c) Ta xác định vectơ chỉ phương của d : 


u d 


1 1 

-1 -ll 


0 1 
2 - 1 | 


= (0 ; 2 ; - 2 ). 


Gọi (à) là mặt phảng qua M 0 và vuông góc với d , khi đó (a) có phương trình : 
y - z + 2 = 0. 


Gọi H là giao điểm của d với mp(or), toạ độ của H(x ; y ; z) là nghiệm 
của hệ : 

ịy + z- 4 = 0 

\lx- y-z + 2 = 0 ^>H = (Ì ; 1 ; 3). 

[y - z + 2 = 0 


Từ đó, điểm Mỏ đối xứng với M ữ qua d là M' 0 = (0 ; 3 ; 5). 

77. a) Cách 1 : Ta có ~u ẽ = (2 ; 3 ; -5), í = (3 ; -2 ; -1). 

Khi đó vì p,M^] = (-13 ; -13 ; -13) nên đường vuông góc chung A có 
một vectơ chỉ phương là ũ = (1 ; 1 ; 1). 

Gọi (a) là mặt phảng chứa d và A thì («) đi qua M 0 (2 ; 3 ; -4) và có vectơ 
pháp tuyến n a = = (8 ; -7 ; -1). 

Phương trình của mp(ỡộ là : 8(x - 2) - 7(y - 3) - l(z + 4) = 0 
o 8x - ly - z + 1 = 0. 

Gọi iP) là mặt phẳng chứa d' và A thì (yỢ) đi qua điểm ; 4 ; 4) và có 

vectơ pháp tuyến rip = ịu,u d < J= (1 ; 4 ; -5). 

Phương trình của mp(yổ) là : l(x + 1) + 4(y - 4) - 5(z - 4) = 0 
<=> X + 4y - 5z + 5 = 0. 
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Vậy đường vuông góc chung A của d và d' là giao tuyến của hai mặt phẳng 
( a ) và (/?). Nó có phương trình tham số là : 

X = t 
y = t 
z = ì + t. 

Cách 2 : Điểm M <E d có toạ độ là M = (2 + 2t ; 3 + 3t ; -4 - 50, 
điểm N € d' có toạ độ là V = (-1 + 3 1 '; 4 - 2t '; 4 - t') 

=> MiV = (-3 + 3t' - 2t ; 1 - 2í' - 3r; 8 - /' + 5í). 

MA^ là đường vuông góc chung của d và d' khi và chỉ khi 

ÍMĩ = o 
= 0 

2(-3 + 3í'“ 20 + 3(1 - 2t- 3'0 - 5(8 - í'+ 50 = 0 
3(-3 + 3r20 - 2(1 - 20- 30 - 1(8 - 0+ 50 = 0 

5t'~ 38í = 43 Í0 = 1 
140- 5í = 19 Ị/ = -l. 

Suy ra Af = (0 ; 0 ; 1), N = (2 ; 2 ; 3) => ÃĨN = (2 ; 2 ; 2). 

Vậy phương trình chính tắc của đường vuông góc chung A là 




X _ y _ z - \ 

T~ 1 “T ' 

»+-+-§■ 

78. a) Ta chọn hệ trục Oxyz sao cho gốc 
toạ độ là A, tia Ox chứa AB, tia Oy 
chứa AD và tia Oz chứa AA' (h.103). 
Khi đó 

A = (0;0;0),fi = (l ; 0 ; 0) 

D = ( 0; 1 ; 0), A' = (0 ; 0 ; 1) 

c = (l ; 1 ;0),B’ = (1 ; 0 ; 1) 
c = (1 ; 1 ; 1), ơ = (0; 1 ; 1). 



Hình 103 


198 





Suy ra ^ = (1 ; 0 ;-1) 

ĨTD = (-1 ; 1 ; -1) 

[ÃTỈ.ÌrS] =(1 ; 2 ; 1). 


Lại có A' B' = (1 ; 0 ; 0) nên 

|[ Ã r g,^ 7 5].Ã 7 g’| J_ 


d(A'Ẹ,B'D) -- 


Ta 


lạic ó :P=(o;ì;l),/=(l;i;o)=>//> = (-ỉ;0;l), 
ÃC' =(1; 1; 1). ÃP = (oT;i}. 


Suy ra d(PI, AC) 


__ \_ip,ac\m\ VĨ4 

|[7?,ÃC']| ~ 28 

b) Ta có M= (l;0;ỉj, N= Q-;l;oj 

=>M?=(-l;ì;ì),iVC' = (ỉ;0;l) 


MPJVC' = 0 => MP _L NC'. 

»( PA1 ) có vectơ pháp tuyến : n = [a/\ẩ/] = Ị^-i;ỉ; . 
ị (DCCD ') có vectơ pháp tuyến là AD = (0 ; 1 ; 0). 


Mặt phẳng 

Mặt phẳng ( DCCƠ ) có vectơ pháp tuyến là AZ) = (0 ; 1 ; 0). 
Gọi (p là góc giữa hai mặt phảng trên thì 

ỊnjgỊ_ _ 2 
Inl.lÃÕl ~ 3 ' 


cos ẹ = 


79. Chọn hệ trục Oxyi sao cho gốc o là 
điểm A, tia Ox chứa AB , tia ơy chứa 
AD và tia Oz chứa SA (h.104). Khi đó 
A = (0 ; 0 ; 0), B = (a ; 0 ; 0), 

c = (ứ ; ứ ; 0), ữ= (0 ; ứ ; 0), 

s = (0 ; 0 ; 2a), M = (0 ; 0 ; a), 


N=\0-,^,a\. 



Hình ỉ 04 
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a) £C=(0;ứ;0), 

BM = (~a ; 0 ; a) 

'ịa 0 
0 a 


ịBC,BM~ị = 

V 


0 0 
a —a\ 


lo a 
a 0 


= (ầ ; 0 ; ứ 2 ). 


Do đó, mặt phẳng ( BCM ) có một vectơ pháp tuyến là (1 ; 0 
phương trình mặt phẳng (BCM) là : 

1 (x- a) + 1 (z - 0) = 0 <=> X + z - a = 0. 

Vậy khoảng cách t ừA đến mp(BCM) là 

d(A, ( BCM )) = . =. = -ÌỊ. 

Vl 2 + l 2 

Ta lại có : BS= (-ứ ; 0 ; 2 a), CN = — sc = (a ; a 

Suy ra [ã§,Õv] = 


2 a\ 


2 a 


-a 0 


- ~2 


=> [ổ5,Cn]. 

Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng SB và CN là 

|[ãs,õv].: 


d(SB, CN) ■■ 


K-CNịse |_ a 3| 

l rs ’™ĩ = 


a ô la 
3 ' 


b) Vì Ị^5C,SZ)J = Ị 0 ; 2 ứ 2 ;< 2 2 j nên mpOSCD) có vectơ pháp tuyến rì 
Vì ịýB, = Ị2 a 2 ; 0; a 2 Ị nên mp(SBC) có vectơ pháp tuyến n ' 
Gọi (p là góc giữa hai mặt phẳng ( SCD ) và (SBC), ta có 


cos (p — 


M 

1«! Ịrt’| 


, Ịll 1 

: V5.V5 5' 


; 1), suy ra 


; - 2 a). 



= (0; 2 ; 1). 

= ( 2 : 0 : 1 ). 
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1 2 ^ 2 3 
c ) Vs.ABCD - 2 a ' 2a = ĩ a • 


Vì M là trung điểm của SA suy ra d(S, ( BCM )) = d(A, ( BCM )) = —Ị =. 

v2 

Hình chóp S.ABCD bị mp(Z?CM) chia thành hai phần, trong đó có một phần 


là hình chóp S.BCNM. Hình chóp này có đường cao bằng d(S, (. BCM )) = 

ĩ-ãa 2 


yĩ 


và đáy là hình thang BCNM có diện tích bằng ^ịa + ^jơ^Ỉ2 

___ 1 3 Jĩa 2 a _ (? 

Suy ra : V S BCNM - - .-J= - —. 

Vậy tỉ số thể tích giữa hai phần của hình chóp S.ABCD chia bởi mp (BCM) là : 


a 

T 


2ứ 


a 

‘T 


3 

5* 


80, a) Ta nhận thấy mpCP^ // mpc/^)- 

Gọi A là giao điểm của đường thẳng d với mp(Pi_). Toạ độ (x ; y ; z) của A 

I X + ỵ + z + 1 = 0 

X - y + z - 1 = 0 . Suy ra A = (1 ; -11 -1). 

x + 2y + 2z + 3 = 0 

Gọi B ià giao điểm của đường thẳng d với mpC/^). Toạ độ (x ; ỵ ; z) của B 

I X + y + z + 1 = 0 

x-y + z- l = 0 . Suy ra B = (5 ; -1 ; -5). 

AT + 2y + 2z + 7 = 0 

Tâm / của mặt cầu phải tìm là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

Do đó / = (3 ; -1; -3). Bán kính của mặt cầu phải tìm là 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là : 

(x - 3) 2 + (y + l) 2 + (z + 3) 2 = ị. 
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b) Gọi ĩ(a ; b ; c) là tâm của mặt cầu cần tìm, do / E d nến 
a_b-ì_c + \ ịa - 2b + 2 = 0 

2 “ “T~ - ~ ° - c -1 = 0. 

Vì mặt cầu ( s ) tiếp xúc với cả mp^]) và mp(/ > 2 ) nên : 


<=> 


dự, (P l )) = dựẠP 2 ))=R 
\a + b - 2c + 5| _ \2a - b + c + 2\ ^ 

T = T ~ 


a - 2b + 3c = 3 
3 a - c = -7. 


Kết hợp với điều kiện trên ta có : 

" ị a - 2b + 2 = 0 
jứ-c-l=0 => /j 
[ứ - 2Ở + 3c - 3 = 0 
ứ - 2Ò + 2 = 0 
ứ - c - 1 = 0 => / 2 

3a - c + 1 = 0 



= ( _ 4; _ 1; _ 5) ,« 2= ^. 


Vậy có hai mặt cầu có tâm nằm trên d và tiếp xúc với (/ > 1 ),(P 2 ), chúng có 
phương trình là 



(x + 4) 2 + (y + ì) 2 +(z + 5) 2 = 


81. Vói điểm M(x;y;z) bất kì, ta tính được các khoảng cách từ M tới dị và d 2 là 

hị = V(z-l) 2 +*\ h 2 = V(z + l) 2 +y 2 . 

M cách đều d { vhd 2 khi và chỉ khi 

h ỉ =h 2 o yj(z - ìỷ + X 2 = V(2 + l) 2 + y 2 
<=>x 2 -2z = y 2 + 2z 
<=> X - y 2 = 4z. 

Xét các trường hợp sau : 

+ M <= mp(Oxy), khi đó z = 0 suy ra X 2 -y 2 = 0. 

Vậy quỹ tích điểm M là cặp đường thẳng y = ±x nằm trong mặt phẳng z = 0. 
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+ M e mp(ớyz), tức là X = 0. Quỹ tích điểm M là đường parabol y 2 = -4z 
nằm trong mặt phẳng X = 0. 

+ M e mp(ơxz), tức là y = 0. Quỹ tích điểm M là đường parabol X - 4z 
nằm trong mặt phẳng y = 0. 

82. Gọi d x là đường thẳng qua M 0 (x 0 ; y 0 ; Z Q ) và song song với trục Ox thì dị 
có vectơ chỉ phưotag là (1 ; 0 ; 0). Ta có phương trình của d\ là 

ịx = x Q +t 

d\'Ay = y 0 
[ z = V 


Gọi Mị là giao điểm của dị với mp(ứộ. Toạ độ (x\y\z) của Mị thoả mãn hệ 


X = x 0 + t 

< y = y 0 

z = z 0 

Ax + By + Cz + D = 0 
Ầ . ( Ax a + By + Cz n + D ^ 

=> M 1 = . ■ V - ’ y °' z °) 

_ . - I Ax n + By n + Cz n + D I 

Tương tự, gọi d 2 là đường thẳng đi qua M 0 và song song vói Oy, d 2 cắt (a) 
tại M 2 thì 

m q m 2 =Ị —- ' By °g— -- Ị- 

Gọi d 3 là đường thẳng đi qua M ơ và song song với Oz, d 3 cắt (a ) tại M 3 thì 

m q m 3 = | ^° + ty° c +cz ° + f? | • 


Dễ thấy MJắị, M 0 M 2 , M 0 M 3 đôi một vuông góc, do đó 
v« = |m 0 M,.M 0 M 2 .M 0 M 3 = l ^° + 6j° A gc] 0 + P| ■ 
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83. a) Đường thẳng d' là giao tuyến của hai mặt phảng có vectơ pháp tuyến là 
n = (0 ; 3 ; -1) và n' = (3 ; 3 ; -2) nên d' có một vectơ chỉ phương là : 

ỈỤ = -|[«,n']=(i;i;3). 

Vectơ chỉ phương u d của d là u d - (2 ; 1 ; -1). 


Vì u ,. Uj, =0 nên d -L d. 
d d 

Ta dễ chứng minh d và d' không có điểm chung (hệ phương trình lập ra từ 
phương trình hai đường thẳng này vô nghiệm). Vậy chúng chéo nhau. 

b) Ta lấy một điểm A nào đó thuộc d\ Chẳng hạn cho y = 0 thì z = -7, X = 1, 
ta có A(1 ; 0 ; -7) e đ. Vì d 1 d' nên mặt phẳng đi qua A và vuông góc với 
d sẽ đi qua đ. Vậy phương trình mặt phẳng (P) là : 


2(x - 1) + (y - 0) - (z + 7) = 0 
o 2x + y - z - 9 = 0. 

Toạ độ giao điểm H(X ;y;z ) của d và (P) thoả mãn hệ 


X = ì + 21 

y = -1 + t 
z = 2 - t 




2x + y- z- 9 = 0 


c) Mặt phẳng ( Q) song song với mp(Oxy) nên có phương trình 
z - m (m ^ 0). 

Toạ độ giao điểm M{x \y\z) của d và {Q) thoả mãn hệ 
X = ì + 2t 

<y 1 + ? => M = (5 - 2m ; 1 - m ; m). 
z = 2 - t 

z = m 

Toạ độ giao điểm M\x ; y ; z) của d' và (Ổ) thoả mãn hệ : 

í3y - z - 7 = 0 ' 

L * ■ _fl0 + ml + m ^ 

< 3x + 3y - 2z - 17 = 0==> M =r —-—;—^—\mj . 

\z - m 
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_ . , . < V T Í 25 - 5m 5 - m ì 

Gọi / là trung điếm của MM thì I = 1 ;—-—\m 1. 

Vậy quỹ tích của / là đường thẳng có phương trình tham số 
í 25-5 m 

*= <í 

5 - m 

y =ĩ ' 
z = m 

(ứng với m = 0). 

84. a) A m là giao tuyến của hai mặt phẳng với các vectơ pháp tuyến là 
nl(m; 1; - m ) và «2 (l; -m ; l). Vậy A m có vectơ chỉ phương là 

u m = (1 - m 2 ; -2 m ; -1 - m 2 ). 

Trục Oz có vectơ chỉ phương k = (0 ; 0 ; 1). 

Vậy nếu gọi ẹ m là góc giữa hai đườrig thẳng A m và Oz thì 

\u m Jc\ _ 1 + m 2 1 

CO&Vm “ g|i " Va-« 2 ) 2 +4m 2 + (l + m 2 ) 2 " & 

Suy ra (p m = 45° (không đổi). 

Điểm M(x \ ỵ; z) thuộc A m khi toạ độ của M là nghiệm của hệ 

mx + y-mz-1 = 0 # 

X - my + z - m = 0. 

Khử z từ hệ phương trình (*), ta được phương trình 

2 mx + (1 - m 2 )y - 1 - m 2 = 0 (không chứa z). 

Đây là phương trình của mặt phẳng (a m ) chứa A m và song song với trục Oz. 
Do đó, khoảng cách giữa A m và Oz bằng khoảng cách từ gốc 0(0 ; 0 ; 0) 
thuộc Oz tới mp (a m ). Vậy khoảng cách đó bằng : 

d m = 7 = - = = ■— = 1 (không đổi). 

y4m 2 + (1 - m 2 ) 2 


bỏ đi điểm 
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b) Toạ độ giao điểm M của A m và mp(ỡxy) lá nghiệm của hệ : 

mx + y = 1 
X - my = m 
z = 0. 

Bình phương hai vế của hai phương trình đầu của hệ rồi cộng lại, ta suy ra 

x 2 +y 2 =l . ' 

z = 0. 

Vậy tập hợp các điểm M là đường tròn tâm o, bán kính bằng 1 trong mặt 
phẳng toạ độ ( Oxy ). 

85. a) Đường thẳng dị có vectơ chỉ phương là K ■ = (8 ; 4 ; 1). 

Đường thẳng d 2 có vectơ chỉ phương là « 2 = (2 ; -2 ; 1). 

Vì [k^] = (6 ; -6 ; -24) nên rì - (1 ; -1 ; -4) là một vectơ pháp tuyến 
của (Pị) và (P 2 ). 

Mặt phẳng (^x) đi qua Mị (-23 ; -10 ; 0) nên có phương trình : 

(x + 23) - (y + 10) - 4z = 0 hay X -y - 4z + 13=0. 

Mặt phẳng ( P 2 ) đi qua M 2 (3 ; -2 ; 0) nên có phương trình : 

(x - 3) - (y + 2) - 4z = 0 hay x-y-4z-5 = 0. 

b) Khoảng cách h giữa d x và d 2 bằng khoảng cách từ điểm M bất kì thuộc 

(/',) tới (P 2 ). Lấy M = (0 ; 1 ; 3), ta có h = l". 1 ~ 12 ~ 5 |. = 4 = = 3 V 2 . 

Vl 2 + l 2 +4 2 M 

c) Gọi (à) là mặt phẳng đi qua d x và song song với Oz, (à) có phương trình : 

x-2y+ 3 = 0 (vì n a = 1^«!, k~ị ). 

Tương tự, mặt phẳng (yổ) đi qua d 2 và song song với Oz có phương trình : 

X + y - 1 = 0 (vì tĩp = ịu 2 , ?J). 
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Dễ thấy giao tuyến của hai mặt phẳng ( a ) và (/0 chính là đường thẳng A 
cần tìm. Nó có phường trình là 



86. a) Ta có OA = (1 ; 2 ; -1), OB = (-1 ; 1 ; 1), oc = (1 ; 0 ; 1) 

=> ÕĂ.ÕB = 0, Õầ.dc = 0, ÕC.ÕẴ =0 
=> OA _L OB, OB 1 oc, oc 1 OA. 

b) Giả sử S(x ; y ; z) là ,điểm thoả mãn điều kiện đầu bài. Ta có : 

SA — (1 - X ; 2 - y ; -1 - z), 

SB = (-1 - X ; 1-y ; 1 - z), 
sc = (1 - X ; - y ; 1 - z). 

5A.55 = 0 a: 2 + y 2 + z 2 - 3y = 0 

Ta có : < = 0 « • X 2 +. y 2 + z 2 - y - 2z = 0 

SC.SẴ = 0 [x 2 +y 2 + z 2 -2x~2y = 0 

p = z Tx = 0 

<=> ị X 2 + y 2 + z 2 - 3y = 0 => 2 

[y = ì* = 3 ■ 

Khi X = 0 thì y = z = 0, điểm 5 trùng với điểm o. 

2 4 ^2 4 4^ 

Khi X = “ thì y = z = 3 ’ ^ ~ 1 3 ’ 3 ’ 3 1 ^ điểm duy nhất khác o sao 
cho tứ diện SABC là tứ diện vuông. 

c) Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các đoạn AB, AC, ta có M = Ị^o ; “■ ; 0 j, 

N = (1 ; T ; 0), suy ra M, N đều thuộc mp(Oxy). Như vậy mp(Oxy) cắt tam 
giác ABC theo đường trung bình MN, do đó chia tam giác ABC thành hai 
phần : tam giác AMN và hình thang MNCB. Rõ ràng là tỉ số diện tích hai 
phần đó là 1 : 3. 
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d) Ta có AB = (-2 ; -1 ; 2), AC= (0 ; -2 ; 2). 


Vì |^A£,AcJ = (2;4;4) nên mp(A£C) có vectơpháp tuyến lài?(l;2;2). 

mp(ơxy) có vectơ pháp tuyến là k = (0 ; 0 ; 1). 

Gọi ẹ là góc hợp bởi mp(A8C) và mp(ỡxy) thì: 

\nl\ 2 2 

cos?,= ỈS = VĨTTTĨ = 3- 

87. a) Ta có vectơ chỉ phương của đường thẳng d là ũ = (2 ; -3 ; 2). 

Mặt phảng ( p ) vuông góc với d, do đó có dạng : 

(P): 2x - 3y + 2z + D = 0. 

Mặt cầu ( s ) có tâm / - (5 ; -1 ; -13) và bán kính R = V308, vì vậy ( p) tiếp 
xúc với (5) khi và chỉ khi dự, (P)) = V 3 Õ 8 

« | l 0 t 3 -„ 26 + Dl - /308 
n/4 + 9 + 4 

o |D - 13| = V17.308 => D = 13 ± V5236. 

Tóm lại, có hai mp(P) thoả mãn yêu cầu đầu bài là 
2x - 3y + 2z + 13 ± V5236 = 0. 
b) Vectơ chỉ phương của d là ũ = (2 ; -3 ; 2). 


Vectơ chỉ phương của d' là u' = (3 ; -2 ; 0). 

Mặt phẳng (Ổ) cần tìm có vectơ pháp tuyến ĩỉ - [«,«'] = (4 ; 6 ; 5). 


Vì vậy phương trình của mp«2) có dạng : 4x + 6y + 5z + D = 0. 
Để (Q) tiếp xúc với ( s), điều kiện là : 

dự, (6)) = >/308 o l20-6-65 + PỈ = ^ 


Vl6 + 36 + 25 

<=> |D-5l| = V23716 = 154: 


D = -103 
D = 205. 


Vậy có hai mặt phảng ( Q) cần tìm : 

4x + 6y + 5z- 103 = 0, 
4x + 6y + 5z + 205 = 0. 
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20 


88 . a) dự), (aj) = 


J9m z + 25(1 


- m 2 ) + 16m 2 


20 

V 25 


= 4. 


b) Từ câu a) suy ra rằng : khi m thay đổi, các mặt phẳng ( a m ) luôn tiếp xúc 
với mặt cầu cố định tâm o và bán kính bằng 4. 

c) Mặt phẳng (a m ) có vectơ pháp tuyến n = (3 m ; 5 V 1 - m 2 ; 4 m), vì vậy 
( a m ) cắt mp(ớxz) (có vectơ pháp tuyến j = (0 ; 1 ; 0)) khi và chỉ khi m * 0. 
Khi đó, giao tuyến A m của mp (a m ) và mp(Oxz) là giao tuyến của hai 
mặt phảng : 

3 mx + 5Vĩ - m 2 y + 4 mz + 20 = 0 và y = 0. 


Do đó, vectơ chỉ phưcmg của A m là 


Ũ = 


"1 0 

0 

0 

0 1 > 

K 5\l\-m 2 4 m 

’ 4 m 

3m ’ 

3 m 5 V 1 - m 2 y 


- ( 4 m ; 0 ; - 3 m). 


Vì m * 0 nên u' - (4 ; 0 ; -3) là một vectơ chỉ phương của 

Do u' không phụ thuộc vào m nên các giao tuyến A m song song với nhau 
khi m thay đổi. 


Ôn tộp chương III 

Bài tập tự luận 

89. a) Xét hai vectơ : ữ = (1 ; 1 ; 1) và V = (V 5x~+ 2 ; yj5y + 2 ; V5z + 2). 

Ta có \u\ = \Ỉ3 , |v| = yjs(x + y + z) + 6 = 6, 
u.v — >j5x + 2 + V5y + 2 + V5z + 2. 

Áp dụng bất đẳng thức |m.v| < |m|.I V I suy ra đpcm . 

b) Xét hai vectơ : ữ = (sin X; 1; V2 - sin 2 *) và V = (1; V2 - sin 2 * ; sinx). 
Từ |m,v| < \u\.\v\ suy ra đpcm. 


t-BTHH 12-NC-A 
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c) Xét hai vectơ : ũ = Ụx + m \\fx + n ‘,yjm + n) và V = (1 ; 1 ; 1). 

Ta có |w| = yỊĨ, |v| = \lĩ suy ra f(x ) = ũ.v < \u\\v\ = Vó. 

Dấu bằng xảy ra khi ũ , V cùng hướng, nghĩa là 

Vx + m Vx + n \lm + n - ..„ 

—ý-= —Y— = —y— >0«x = m = /ỉ>0. 

Kết hợp với X + m + n = ì suy ra X = = /2 = ^ 

Vậy/(jc) đạt giá trị lớn nhất bằng Vó khi X = m = H = y 

d) Đặt ũ = (x + 1 ; y ; 2), V = (-X ; - y ~ 1 ; 1), ta có ũ + V = (11 ;3). 
Áp dụng bất đẳng thức \u + v| < \u\ + |v|, ta suy ra 

A = 1 ịịx + l) 2 + y 2 + 4 + yjx 2 + (y + l) 2 + 1 > Vĩĩ. 


Dấu bằng xảy ra khi ũ,v cùng hướng, nghĩa là 


x + ì 

-X 


y ; = 2 

-y -1 1 


> 0 <s> 


1 


y= -"3* 


Vậy A đạt giá trị nhỏ nhất bằng \/ĨT khi X = -i,y = - 2 • 


e) Trong không gian Oxyz, ta lấy các điểm A( 1 ; 1 ; -1), z?(-l ; 1 ; 1) và 
M(x \ y\z). Khi đó AB = 2 V 2 và 

MA = -1) 2 + (ỹ -1) 2 + (z +1) 2 , MB = ^(x+ 1) 2 + (y -1) 2 + (z -ĩf . 

Từ bất đẳng thức MA + MB > AB , ta suy ra 

\Ị( X ~ !) 2 +(y “ I) 2 +( z +I) 2 + V( x+ !) 2 + (y" 1) + ( z “ 1) - 2V2. 

Dấu = xảy ra khi M nằm giữa hai điểm A, B hay AM = tAB, 0 < í < 1. 
nghĩa là 

ịx - 1 = -2f Ịx = 1 - 2t 

■Ị y - 1 = 0 <=>. I y = 1 0 < r < 1. 

[z + 1 = 2t [z = -1 + 2t 
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90. a) Đường thẳng d đi qua điểm (12 ; 9 ; 1) và có vectơ chỉ phương u d (4 ; 3 ; 1). 
Mặt phẳng ( p) có vectơ pháp tuyến n p = (3 ; 5 ; -1). 

Vì ~u ẽ ^ p = 4.3 + 3.5 + l.(-l) = 26 * 0 nên d cắt c p). 

Gọi A là giao điểm của d với (P), toạ độ điểm A(x ; y ; z) thoả mãn hệ 
X = 12 + 4 1 
V = 9 + 3 1 

r . =>.f = -3=>A = (0;0;-2). 

z = ì + t 

3x + 5y-z-2 = 0 


Gọi a là góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (P), ta có : 

; _ \u d .n p I 26 VỈ6 

sin " = |^| = 7^ = VH' 

b) Mặt phảng (P) vuông góc với d nên có vectơ pháp tuyến là vectơ chỉ 
phương của d. Do đó, (P') có phương trình : 


4(x - 1) + 3(y - 2) + l(z + 1) = 0 hay 4x + 3ỵ + z - 9 = 0. 

c) Hình chiếu đ của d trên mp(P) là giao tuyến của mp (p) và mp(G), với 
(Q ) đi qua d và vuông góc với ( p ). Như vậy, ( Q ) có vectơ pháp tuyến là : 


_ c 

■■ [ «</.«/> ] = 

V 


3 i 
5 -1| 


1 4 
-1 3 


4 3 
3 5 


= (-8 ; 7 ; 11). 


Phương trình tổng quát của mp(0 là 

-8(* - 12) + 7(y - 9) + ll(z - 1) = 0 hay 8 jc - 7y - llz - 22 = 0. 
Vậy hình chiếu d' của d trên mp(P) là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
3x + 5y - z - 2 = 0 và 8x - 7y - 1 lz - 22 = 0. 


Đường thẳng d' có phương trình tham số là . 

X = 62 1 

ỵ = -251 
z = -2 + 61/. 

d) (P) là mặt phẳng trung trực của BB' khi và chỉ khi BB ' _L (P) và giao 
điểm của BB ' với ( p ) là trung điểm của đoạn thẳng BB'. 
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Ta có phương trình đường thẳng BB' là 

í X = 1 + 3t 
ịy = 5t 
[2 = -1 - t . 

Gọi H là giao điểm của BB' với ( p) thì toạ độ (x ; y ; z) của H thoả mãn hệ : 
í X = 1 + 3t 


y = 5t 
z = -\ - t 
3x + 5y - z - 2 = 0 
H là trung điểm của BB' nên 


35 


33 

'35/ 


< 


= 2x h -x b = 

yB= 2 yH~yB = 

L Z B' - 2z H ~ z B~ 


23 

35 

_4 _ 
7 = 
31 
35 


e) Đường thẳng A phải tìm nằm trong mp(P), đồng thời nằm trong mặt 
phẳng ( R ) đi qua A(0 ; 0 ; -2) và vuông góc với j. 

Mặt phẳng ( R) có vectơ pháp tuyến n = (4 ; 3 ; 1) nên có phương trình 
4x + 3y + z + 2 = 0. 

Vậy A là giao tuyến của hai mặt phẳng 3x + 5y-z-2 = 0 và 4x-h3y + z + 2 = 0, 
suy ra A có phương trình tham số là 
íx = 8r 
\y = -7í 

[z = - 2 - 11 L 

91. a) Vì ~n a = (2 ; -1 ; 3), ~n^ = (1 ; -1 ; 1) nên n a và n d không cùng 
phương, do đó hai mặt phảng (tf) và («') cắt nhau. 

Gọi (p là góc giữa hai mặt phảng đó, ta có : 

|^.ỹ| _ \2A + (-!)(-!) + 3.l| = 6 

C0S ọ ~ n„.rá' ~ V4 + 1 + 9. Vĩ + 1 + 1 VĨ 4 .V 3 VĨ4 - 

n a 
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b) M(x ; y ; ì) thuộc A khi và chỉ khi toạ độ của M thoả mãn hệ phương trình : 

ị2x-y + 3z + ì = 0 
\x-y + z + 5 = 0' 

Đặt z = t, ta có 

\2x-y = -\-3t ịx = 4-21 
\x-y =-5-t \y = 9-t. 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng À là 
ịx = 4-21 


c) Vì H là giao điểm của đường thẳng đi qua M, vuông góc với ( a ) và ( a ) 
nến toạ độ (x ; y ; z) của H thoả mãn hệ : 


X=1+2ị 
y = -t 
z = 5 + 3t 
2x-y + 3z + l = 0 


n. 9 8^ 
7 ; 7 ; 7 / 


Vì K là giao điểm của đường thẳng đi qua M, vuông góc với («') và («’) 
nên toạ độ (x ; y ; z) của K thoả mãn hệ : 

\x = ì + t 

\y = -t _ 11 


z = 5 + t 
X - y + z + 5 : 


=>K = 


r 8 . n . 4\ 
t 3 ; 3 ; 3) 
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d) A là đường thẳng đi qua M 0 (4 ; 9 ; 0) và có vectơ chỉ phương 


Ta có M ữ M = (-3 ; 


“9 ; 5), suy ra 

5 5-3-3 
1 ’ 1 -2 ; -2 



= (-4 ; -7 ; -15). 


v ậy m, A) = |[^õg-“A]|. = V(- 4)^(-7)^(-15 )ỵ = vrp 

. kl V(-2) 2 + (-1) 2 + l 2 V3 

e) Gọi (/?) là mặt phảng đi qua M và vuông góc với A. Phương trình của iP) là 
- 2(x - 1)- 1 (y - 0) 4- 1 (z - 5) = 0 hay 2x + y- z + 3 = 0. 

Gọi J(x ; y ; z) là giao điểm của đường thẳng A với mặt phảng (/?). Toạ độ 
của J thoả mãn hệ 


'x = 4 - 2t 

y = 9-1 _ 10 _ r _( 8 , 17 10^ 

■; = ; =* í = 3 ~ J= [~3’ 3 ; 3 ) 

2x + y- z + 3 = 0 

MJ chính là đường thẳng qua M, vuông góc và cắt đường thẳng A ; nó có 
phương trình chính tắc là 


X - 1 _ y _ z - 5 
11 ~‘ = 17~ 5 


g) Gọi ( R ) là mặt phẳng qua A (giao tuyến của (à) và («')) và vuông góc với 
mp(PJ: 3x - ỵ + 1 = 0. Mặt phẳng ( p) có vectơ pháp tuyến ỉĩp = (3 ; -1 ; 0). 


Khi đó ( R ) đi qua điểm M ữ = (4 ; 9 ; 0) và có vectơ pháp tuyến 



1 1 
0 ’ 0 


-2 -1 
3 -1 


= (1 ; 3 ; 5). 


Vậy phương trình của mp(/?) là 

\(x - 4) + 3(y - 9) + 5(z - 0) = 0 hay ^ + 3y + 5z - 31 = 0. 
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92. a) Đường thẳng À đi qua N 0 (3 ; -1 ; 4) và có vectơ chỉ phương u( 1; 2; 0). 


Đường thẳng À' đi qua N' ữ (-2 ; 0 ; 2) và có vectơ chỉ phương 

I = (2 ; 2 ; 4). 


-ì 1 

-3 

“=[ 

1 

[«,?] 

= (8 ; - 

ịu,u' 

■NoK 


1 1 
r 1 


1 -3| 

1 1 


Vậy A và A’ chéo nhau. 

b) Gọi ( p) là mặt phẳng chứa A' và song song với A, khi đó (P) đi qua điểm 

N' 0 (-2 ; 0 ; 2) e A' và có vectơpháp tuyến rip = = (4 ; -2 ; -1). 

Vậy phương trình mp (P) là : 

4{x + 2) - 2(y - 0) - l(z - 2) = 0 hay 4x - 2y - z + 10 = 0. 

c) Gọi ( Q ) là mặt phẳng qua M ữ ( 1 ; 1 ; 2) và vuông góc với A. Khi đó, ( Q) 
nhận vectơ u = (1 ; 2 ; 0) làm vectơ pháp tuyến. Vậy ( Q ) có phương trình : 

l(x - 1) + 2(ỵ - 1) = 0 hay X + 2y - 3 = 0. 

d) Gọi d là đường thẳng qua M 0 , cắt cả A và A'. Khi đó, d là giao tuyến của 
hai mặt phẳng (yổ) = (M 0 , A) và (/?') = (Ả/ 0 , A'). 


Mặt phẳng (yổ) đi qua M ơ (l; 1; 2) và có vectơ pháp tuyến tip = . 

Ta có M 0 N 0 = (2 ; -2 ; 2), u - (1 ; 2 ; 0), suy ra 

= (-4 ; 2 ; 6). 


-2 2 

2 0 


2 2 | 
|0 1 


- 2 | 

2 


Vậy phương trình mp(yỢ) là : 

-4(x - 1) + 2(y - 1) + 6(z - 2) = 0 hay -2x + ỵ + 3z-5 = 0. 
Mặt phẳng (/?') đi qua M 0 ( 1; 1; 2) và có vectơ pháp tuyến rip - 


M ữ N'u' 


Ta có M 0 N' 0 = (-3 ; -1 ; 0), u' = (2 ; 2 ; 4), suy ra 
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= (-4 ; 12 ; -4). 



0 0 
4 ’ 4 


-3 -1| 
2 2 


Ta chọn một vectơ pháp tuyến khác của (/?’) là (1 ; -3 ; 1), từ đó (/?') có 
phương trình là : 


\(x- l)-3(y-* 1)+ l(z-2) = 0 hay X - 3y + z = 0. 
Dễ thấy rằng đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng 
-2x + y + 3z-5 = 0 và X - 3y + z = 0 
thoả mãn bài toán. Do đó, phương trình tham số của d là 
ịx = -3 + 2t 

Ịi 


Dễ thấy d cắt cả À và A\ 


e) d{ A, A’) = 


p,7]jvx 

u,u' 


20 

V2Ĩ' 


g) Gọi đường vuông góc chung của A và A’ là ổ. Khi đó, vectơ chỉ phương 
của ốlà u s = 2 


u,u' = (4; - 2; - l). 


Gọi (/?ị) là mp(A, õ) thì (/?ị) đi qua N 0 và có vectơ pháp tuyến 
rt| = = (-2; 1; - 10). Vậy phương trình của (/?ị) là 


-2(x - 3) + l(y + 1) -10(z - 4) = 0 hay 2 x~y + 10z - 47 = 0. 

Gọi (/? 2 ) là mp(A’, S) thì (/? 2 ) đi qua N' 0 và có vectơ pháp tuyến 
n 2 - ịu\u ổ J = (6; 18; - 12). Vậy (J3 2 ) có phương trình là 

(fi 2 ) : X + 3y - 2z + 6 = 0. 

Do đó, đường vuông góc chung ổ của A và A’ là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
2x - y + 10z - 47 = 0 và X + 3y - 2z + 6 = 0. 
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Phương trình tham số của c>là 


23 . 

X = =Ỷ~41 

3 

y = -j + 2t 
z = 4 + t. 


93. a) Ta có AB = (2 ; 3 ; -1), AC = (7 ; 0 ; -7), suy ra 

|2 


(\ 

V 


3 -1 

0 -7| 


-1 2 

-7 7 


(- 21 ; 721 ). 


Lại có AD = (0 ; 7 ; -7) nên ^A5,AcJ.AĐ = 49 + 147 + 0. 

Do đó A, 5, c, D là các đỉnh của một tứ diện. 

b) V ABCD = ị\[ÃB,Jc].Ã5\ = ^ = f ■ 

c) Gọi /(x ;y ; z) là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện, ta có : 

ỈA 2 = IB 2 
IA 2 = IC 2 


ỈA L 


: ỈD\ 


Từ đó suy ra JC = -2,y = l,z = -5. Vậy I = (-2 ; 1 ; -5) và R = IA = 1 . 
Do đó, mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ABCD có phương trình : 

(S): (X + 2Ý + (y - l) 2 + (z + 5) 2 = 49. 

í X = -5 + 3 1 

d) Dạng tham số của đường thẳng tí? là : ị y = -11 + 5t 

. [z = 9-4t. 

Toạ độ (x ; y ; z) của giao điểm của d và ( s ) thoả mãn hệ : 

X = -5 + 3t 
y = -n + 5t 
z = 9 - 4t 

(X + 2) 2 + (y - l) 2 + (z + 5) 2 = 49 
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=> (3 1 - 3) 2 + (5/ - 12) 2 + (-4 1 + 14) 2 = 49 

2 _ , „ \t = 2 

<=>r-5í + 6 = 0<=> _ 

t = 3. 

Khi í = 2 thì X = 1 ; y = -1 ; 2 = 1, ta được điểm M(1 ; -1 ; 1). 

Khi r=3thìjc = 4;y = 4;z = -3, ta được điểm N(4 ; 4 ; -3). 

Vậy d cắt (5) tại hai điểm M{ 1 ; -1 ; 1) và V(4 ; 4 ; -3). 

e) Gọi ( p) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu ( s ) tại M. Khi đó, ( p) đi qua 

điểm M( 1 ; -1 ; l)vàcó vectơ pháp tuyến n p = IM = (3 ; -2 ; 6). 

Vậy phương trình của ( p) là : 3(x - 1) - 2(y + 1) + 6(z - 1) = 0 hay 
3x - 2ỵ + 6z - 11 = 0. 

Gọi (Q) là mặt phẳng tiếp xúc vói (5) tại N. Khi đó, mp(0 đi qua điểm 
v(4 ; 4 ; - 3) và có vectơ pháp tuyến Hq = IN - (6 ; 3 ; 2). 

Vậy phương trình của (Q) là : 6(x - 4) + 3(y - 4) + 2(z + 3) = 0 hay 
6x + 3y + 2z - 30 = 0. 

Gọi ẹ là góc giữa hai mặt phẳng ( p) và (Q), ta có 

\ n p- n Q\ |l8-6 + 12| 24 

COS<p = | - u_ >l |__J| = —f . — 7... . = -7- . 

\n P \\n Q \ V 9 + 4 + 36.V36 + 9 + 4 49 

94. Ta chọn hệ toạ độ Oxyz có gốc là đỉnh A, tia Ox chứa AB, tia Oy chứa AD 
và tia Oz chứa AA' (h.105). Khi đó 

A = (0 ; 0 ; 0) A’ = (0 ; 0 ; a) 

B = (a;. 0 ; 0) B' = (a ; 0 ; à) 

D = (0 ; a ; 0) ơ = (0 ; a ; à) 

c = (a;a;0) C' = (a;a;a) 

p={a-^a) 

a) Ta có AP = ịa ; ^ ; a j , 

BC' = (0 ; a ; a). 
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Gọi a là góc giữa hai đường thẳng AP và BC\ ta có : 




2 



0 + 

ứ 2 

2 +a 


1 




/ 2 , 

a L 

, 2 r 

2 , 2 

v a + 

T 

+ ư .\la 

+ a 


= - 7 = => a=45°. 

4Ĩ 


b) Ta có : AP = , Afl = (ứ ; 0 ; 0), AC'= (ỡ ; ứ ; ứ) 

I 

=> [Ã?,s].íc‘' = 0 + a 3 - Y = y. 

Vậy v^ flC . = 'ẶãpJb\ãc\ = lị = ị. 


[aP,AB = 


2 a| 
0 0 | 


a a\ 
10 a\ 


c) Mặt phảng {A'D'CB) song song với trục Oy nên có phương trình : 

px + qz + n = 0 (n * 0 , p 1 + q 2 > 0). 

Vì mặt phẳng này đi qua A\ B , c nên ta xác định được p = q và n = -pa. 

Cho p = 1, ta được phương trình mp(A'D’C£) là X + z - a = 0. Vectơ pháp 
tuyến của mặt phẳng này là n = (1 ; 0 ; 1 ). 

Từ giả thiết M e AD\ N G DB ; AM = DN = k, ta tính được : 


( 

k k\ 

í k 

M= 0 ; 

toll : 

èị 

II 

lầ 

_ —-7 [ £ 

ajĩ-2k 

k \ 

Suy ra MV = 1 ự=r 

; Vĩ ; 

Vĩl 


_ , TTTt , k ri (a\Ỉ2~2k'] ■ ( 

Ta có MN.n - 1 .- 7 = + 0 —— 7 =- + 1. - 

V2 { s ) V 


a-ã-k , A Ì 

Vĩ j' 


k \ -í 

-J= = 0 => MN 1 n. 

VĩJ 


Rõ ràng N Ể mp(A'D'C5). Suy ra MV song song với mp(A'Z)'CZ?). 
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d) Ta có MN = ị-j= 
= 3 k 2 


= 3 


j 4Ĩ-2 k 
2ayỈ2 k + a 2 

_WT 2 

3 


_k_ 

'Vĩ 


“ 3 9 3 ' 


MN 2 nhỏ nhất bằng khi k = (thoả mãn điều kiện 0 < k < ữV2 ). 

■(! 


Vậy MN ngắn nhất bằng khi k = 


lyÍ2 


• Khi đó MN = I -2 ; I ; Ỷ 


e) Khi MN ngắn nhất thì k = 

Ta lại có ÃD' = (0; a ; a), DB =(a;-a\ 0) nên ~MNÃD' = 0 ,ÃĨN.DB = 0. 
Vậy MN là đường vuông góc chung của Aơ và DB. 

Mặt khác AC = (a ; a ; - a ) = 3MÌV , chứng tỏ MN,AC cùng phương. 
DoìVểTC nên MN//A' c. 


95. a) Mặt phảng (Ẩ£C) có phương trình theo đoạn chắn là-^ + -^ + ^ = l nên 

có phương trình tổng quát 

3x + 2y + 2 z -6 = 0. 

Mặt phẳng này có vectơ pháp tuyến là n = (3 ; 2 ; 2). 

, ^ Y y z 

Mặt phang (A'B'C) có phương trình theo đoạn chăn là^- + ^- + -j = l nèn 

5 4 4 

có phương trình tổng quát 

2x + 3y + 3z - 12 = 0. 

Mặt phẳng này có vectơ pháp tuyến là lĩ' = (2 ; 3 ; 3). 

Gọi (Ọ là góc giữa hai mặt phẳng đó, ta có 

_ \n.n\ _|6 + 6 + 6|_ 18 

cos<p= W\ = ^M = ^ĩ' 

b) Gọi A là giao tuyến của (ABC) và ( A'B'C ). Điểm M(x; y; z) e A nên 
toạ độ của M là nghiệm của hệ : 

ị3x + 2y + 2z - 6 = 0 
[2jc + 3y + 3z - 12 = 0. 
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6 24 

Cho z = 0, ta tính được X = ~ịfỹ = -y • 

Vậy điểm / ^ ; oj thuộc À và vectơ chỉ phương của A là 

« A = ị[«*«']=(0;-1; 1). 

? ._. 4 ■, , \[õỉ,ũĩí 

Gọi d là khoảng cách từ o tới A, ta có : d = J — 

[«. a-(f s | 4)— 

2 

_ 18 

#77 _=5 ' 

c) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC , ta có G = Q- ; 1 ; 1 j. Vectơ pháp 

tuyến của mp {A'B'C) là n' = (2 ; 3 ; 3) = 3 OG. Vậy đường thẳng OG 
vuông góc với mp(A'#'C'). 



Mặt khác, tứ diện OA'ẸC vuông tại o nên trực tâm H' của tam giác 
A'B'C' là hình chiếu vuông góc của o trên mp(A'£'C’). Do đó, o, G, H' 
thẳng hàng. 


Để xác định toạ độ của H\ ta giải hệ 

X = 21 

y = 3t _ 6 f 12 . 18 . 18^1 

‘z = 3t =>,_ 11 "lu : 11 ; n) 

2x + 3y + 3z - 12 = 0 


d) Gọi H là hình chiếu vuông góc của o trên mp(A£C). Toạ độ của H thoả 
mãn hệ 

X = 3t 

y = 2t __ 6 _ „ (18 12 12> 

< _ =>f=7~r=>//=-^ ; 77- ; 77. 

z = 2t 17 U7 17- 17/ 

3x + 2ỵ + 2z - 6 = 0 
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Gọi O' là điểm đối xứng của o qua mp {ABC). Vì H là trung điểm của OO' 

V _f36. 24 24^ 

nên o |^ 17 ; 17 ; 17 J. 

Thay toạ độ của o ' vào phương trình mp(A’£'C’), ta thấy không thoả mãn, 
vậy 0' không thuộc mp (A'B'C'). 

e) Giả sử ( s ) có phương trình X 2 + y 2 + z 2 + 2 ax + 2 by + 2 cz + d = 0. 


Vì A, A\ B,c € ( s ) nên ta có hệ : 

4 + 4ứ.+ d = 0 
36 + 12ứ + d = 0 _ 

* 9 + 66 + d = 0 
9 + 6c + d = 0 

Vậy (5) có phương trình : X 2 + y 2 + z 2 - Sx - ly - 1 z + 12 = 0. 

vTĨ4 


ử = c 2 
= 12 . 


(5) có tâm ^ = 


4 ; ^ ; Ịị ) và R -- 
2 2 ) 


Toạ độ B\ c cũng thoả mãn (5) nên mặt cầu ( s ) cũng đi qua B\c\ 
g) Gọi {á) là mặt phảng song song với ( Oxy ) có phương trình z + D = 0 
(D * 0). Khi đó (a) tiếp xúc với ( s ) khi và chỉ khi d(K, (à)) = R 





VĨĨ4 

2 ■ 


Vậy có hai mặt phảng tiếp xúc mặt cầu (5) và song song với mp(ơ. 

7 ± 4ũ = 0. 

2 2 

Bài tập trắc nghiệm 

1. (A), 

2. (C), 

3. (B), 

4.(0, 

5. (D), 

6. (B), 

7. (A), 

8. (D), 

9. (B), 

10. (A), 

11. (B), 

12. (C), 

13. (D), 

14. (A), 

15. (A), 

16. (A), 

17. (B), 

18. (C), 

19. (C), 

20. (D), 

21. (A), 

22. (B), 

23. (A), 

24. (B), 

25. (D), 

31. (D), 

26. (B), 

32. (D). 

27. (C), 

28. (A), 

29. (A), 

30. (B), 
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ỔN TẬP CUỐI NĂM 


A. BỀ BÀI 

1. CÓ hay khổng một khối đa diện gồm một số lẻ mặt mà mỗi mặt có một số 
lẻ cạnh ? 

2. Cho hai đường thẳng chéo nhau a, b và hai đường thẳng chéo nhau a\ b\ 
Biết rằng : 

i) Khoảng cách giữa a và b bằng khoảng cách giữa a' và b\ 

ii) Góc hợp bởi avầb bằng góc hợp bởi a' và b'. 

Chứng minh rằng có phép dời hình biến a thành a\ biến b thành b\ 

3. Xét hình lăng trụ tam giác đều với chiều cao h, nội tiếp một mặt cầu bán 
kính R (h < 2R) (tức sáu đỉnh của hình lăng trụ nằm trên mặt cầu đó). 

a) Tính cạnh đáy của hình lăng trụ. 

b) Tính thể tích của khối lăng trụ. 

c) Tính h theo R để mỗi mặt bên của hình lăng trụ là hình vuông. 

4. Cho tam giác cân ABC , AB = AC. Một điểm M thay đổi trên đường thẳng 
vuông góc với mặt phẳng {ABC) tại A ( M không trùng với điểm A). 

a) Tìm quỹ tích trọng tâm G và trực tâm H của tam giác MBC. 

b) Gọi o là trực tâm của tam giác ABC, hãy xác định vị trí của điểm M để 
thể tích khối tứ diện OHBC đạt giá trị lớn nhất. 

5. Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có chiều cao bằng h và hai 
đường thẳng AB' và BC' vuông góc với nhau. 

a) Gọi M' là trung điểm của A'B\ Chứng minh rằng AB' _L BM\ 

b) Tính độ dài đoạn thẳng A'B' theo h. 

c) Tính thể tích khối lăng trụ đã cho. 

6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, cạnh SA = a và 
vuông góc với mặt phẳng đáy. Một mặt phảng đi qua CD cắt các cạnh &4, 
SB lần lượt tại M, N. Đặt AM = X. 

a) Tứ giác MNCD là hình gì ? Tính diện tích tứ giác MNCD theo a, X. 
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b) Xác định giá trị của X để thể tích của hình chóp SMNCD bằng — lần 
thể tích hình chóp S.ÁBCD. 

7. Trong không gian cho các điểm A , B, c lần lượt thuộc các tia Ox, Oy, Oz 
vuông góc với nhau từng đôi một sao cho OA - a (a > 0), OB = ayl 2, 
oc = c (c > 0). Gọi D là đỉnh đối diện với o của hình chữ nhật AOBD và 
M là trung điểm của đoạn BC ( p ) là mặt phẳng đi qua AM và cắt mặt 
phẳng (OCD) theo một đường thẳng vuông góc với đường thẳng AM. 

a) Gọi E là giao điểm của (P) với đường thẳng oc, tính độ dài đoạn thẳng OE. 

b) Tính tỉ số thể tích của hai khối đa diện được tạo thành khi cắt khối chóp 
C.AOBD bởi mặt phẳng ( p ). 

c) Tính khoảng cách từ điểm c đến mặt phẳng (P). 

8. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác cân, AB = AC = a ; 
mp(S£C) _L mp045C) và SA = SB = a ; 

1. Chứng minh rằng SBC là tam giác vuông. 

2. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC biết sc = ~2' 

9. Cho hình chóp S.ABC. Biết rằng các điểm A, B, c và các trung điểm A', B\ C' 
của các cạnh SA, SB, sc cùng thuộc một mặt cầu bán kính R. 

1. Chứng minh rằng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC thuộc đường 
cao SH của hình chóp. 

2. Cho góc giữa đường thẳng sc và mặt phẳng {ABC) bằng 60°, chứng 
minh rằng H là tâm của mặt cầu đi qua sáu điểm A,B,C,A',B',C'. 

Khi đó, hãy tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

10. Cho tam giác ABC vuông ở A, AB = c,AC = b. Trên đường thẳng d vuông 
góc với mp (ABC) tại A, lấy điểm s bất kì, s ^ A. Gọi Bị, Cị lần lượt là hình 
chiếu của A trên SB, sc. 

1. Xác định tâm của mặt cầu đi qua các điểm A, B, c, Bị, C 1 và tính bán 
kính của mặt cầu đó. 

2. Cho SA = h, tính tỉ số thể tích của hai tứ diện SAB l C ] và SABC. 

11. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng R, trục là OO'. Gọi MN là dây cung 
thay đổi của đường tròn tâm o sao cho MN = R. Kí hiệu N' là hình chiếu 
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của N trên mặt phẳng chứa đường tròn tâm O'. Gọi / và / lần lượt là trung 
điểm của 00' và MN\ 

1. Chứng minh rằng IJ là đường vuông góc chung của 00' và MN\ và độ 
dài IJ không đổi. 

2. Chứng minh rằng mp(MNN') luôn tiếp xúc với một mặt trụ ‘ư cố định 
(tức giao của chúng là một đường sinh của 'ư). 

12. Cho hình nón tròn xoay đỉnh s, đáy là đường tròn tâm o. Gọi rì là điểm cố 
định và M là điểm thay đổi cùng thuộc đường tròn đáy hình nón. Đặt 
AOM = a. Gọi p là góc giữa mp (SAM) và mặt phẳng chứa đáy hình nón ; 
khoảng cách từ o đến mp (SAM) bằng a. 

1. Tính thể tích khối nón đã cho theo a, a, p. 

2. Xác định điểm M để tam giác SAM có diện tích lớn nhất. 

3. Chứng minh rằng hình chiếu H của điểm o trên mp (SAM) thuộc một 
đường tròn cố định. 

13. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm rì(l ; 0 ; 2), z?(l ; 1 ; 0), C(0 ; 0 ; 1) 

và D(ì ; 1 ; 1)7 

1. Chứng minh A, B, c, D là bốn đỉnh của một khối tứ diện. 

2. Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 

3. Viết phương trình đường cao của tứ diện ABCD hạ từ đỉnh D. 

4. Viết phương trình mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

5. Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (5) tại đỉnh A. 

6. Xác định toạ độ của điểm rì' đối xứng với điểm rì qua mp (BCD). 

7. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng rìC và BD. 

14. Trong không gian Oxyz cho mp(P) : X + 2y - z + 5 = 0 và đường thẳng 

d: —= y + \ = 2-3. 

1. Tìm toạ độ giao điểm rì của d và ( p ). 

2. Tính góc a giữa đường thẳng d và mp(P). 

3. Viết phương trình mp(0 chứa đường thẳng d và vuông góc với mp(P). 

4. Viết phương trình hình chiếu vuông góc d' của d trên mpOP). 


15-BTHH 12-NC-A 
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5. Viết phương trình đường thẳng nằm trong mp (P) chứa A và vuông góc 
với đường thẳng d. 

6. Viết phương trình mặt cầu có tâm / nằm trên đường thẳng d, tiếp xúc với 
mp(P) và có bán kính R = Vó. 

7. Viết phương trình mp(7?) chứa đường thẳng d và tạo với mp(P) một góc 
nhỏ nhất. 

15. Trong không gian Oxyz chợ hai điểm A(3 ; 3 ; 1), B {0 ; 2 ; 1) và mặt phẳng 

(P) : JC + y + z - 1 = 0. 

1. Viết phương trình đường thẳng AB. 

2. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của AB trên mp(P). 

3. Viết phương trình đường thẳng d nằm trong mp(P) mà mọi điểm của d 
cách đều hai điểm A, B . 

4. Viết phương trình đường vuông góc chung của AB và d. 

5. Tìm điểm K thuộc đường thẳng AB (K ^ B) sao cho 

d{K.(P)) = d(B.ự)). 

6. Tim điểm c trên đường thẳng d sao cho diện tích tam giác ABC nhỏ nhất. 

16. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng 

, V - 2 z '+ 4 , X + 8 , z -10 

d \■ X = Cị = ~2 và dỉ: 2~ = y~ 6 = ~i' 

1. Chứng minh hai dường thẳng dị và d 2 chéo nhau. 

2. Viết phương trình mặt phẳng chứa d 2 và song song với dị. 

3. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng dị và d 2 . 

4. Viết phương trình đường thẳng d song song với trục Ox, cắt dị tại M, cắt 
d 2 tại N. Tìm toạ độ các điểm M, N. 

5. Gọi AB là đường vuông góc chung của dị và d 2 (A e dị, B G d 2 ). Hãy 
viết phương trình mặt cầu đường kính AB. 

17. Trong không gian Oxyz cho tứ diện OABC với A(a ; 0 ; 0), 5(0 ; b ; 0), 
C(0 ; 0 ; c), a, b, c > 0. 

1. Chứng minh tam giác ABC có ba góc đều nhọn. 

2. Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC. 
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3. Kẻ OH JL mp(A#C), H e mp(AỔC). Tìm toạ độ điểm H theo a, b, c. 

4. Xác định toạ độ điểm 0' đối xứng với điểm o qua mp(AfíC). 

5. Kí hiệu s = S ABC , 5] = S OAB , s 2 = S 0BC , s 3 = S 0CA . 

Chứng minh s 2 - S{ + sị + Sj . 

6. Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm AB. BC, CA. Chứng minh rằng : 

mp(OMN) 1 m p(OMP) o -ỉ- + _L = J_, 
a 2 b 2 c 2 

7. Chứng minh rằng với mọi điểm p trên mp(ABC), ta đểu có : 

AP 2 + Bỉf_ + CPỊ_ _ HP 2 + 2 
AO 2 BO 2 CO 2 ~ HO 2 

B - LỜI GIẢI ■ HUỚMG dẫn - ĐẮP SỐ 

1. Giả sử tồn tại một khối đa diện gồm k mặt và c cạnh thoả mãn yêu cầu 
của bài toán. Gọi C| là số cạnh của mặt thứ nhất, c 2 là số cạnh của mặt thứ 
hai, ..., c k là số cạnh của mặt thử k. Theo giả thiết thì k,c ] ,c 2 ,...,c k là 
những số lẻ. Vì mỗi cạnh thuộc đúng hai mặt nên ta có : 

c ỉ +c 2 +... + c k =2c. 

Điểu này là vô lí vì vế trái của đẳng thức trên ỉà một số lẻ, còn vế phải là một 
số chẩn. Vậy không có khối đa diện nào thoả mãn yêu eầu của bài toán. 

2. (h.106) Gọi PQ là đường vuông 
góc chung của a và b, trong đó 
p e a, Q e b. Gọi P'Q' là đường 
vuông góc chung của a' và b\ 
trong đó P' e a\ Q 6 b'. Theo giả 
thiết PQ - P'Q\ 

Gọi c là đường thẳng đi qua p và 
song song với b, c' là đường thẳng 
đi qua P’ và song song với //. Theo 
giả thiết, góc giữa a và c bằng góc 
giữa a’ và c\ 
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Lấy lần lượt trên a và c các điểm A, c sao cho PA = PC = PQ , rồi lấy lần 
lượt trên à và c' các điểm A\ C' sao cho P'A' = P'C' = P'Q' và góc APC 
bằng góc A'P'C'. Từ đó, dễ thấy hai tứ diện PQAC và P'Q'A'C' có các 
cạnh tương ứng bằng nhau. 

Vậy có một phép dời hình /biến tứ diện PQAC thành tứ diện P'Q'A'C\ Khi 
đó,/biến hai đường thẳng a, b lần lượt thành hai đường thẳng á và b\ 

3. (h.107). 

a) Gọi o là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ, / là hình chiếu của o 
trên mặt phẳng (ABC). Khi đó ta có : OA = OB = oc = R, OI = ị h . Tam giác 

OAI vuông tại I nên AI 2 = OA 2 - OI 2 = R 2 - 


ỈA là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều ABC nên 


AB = ỉaS = 



Vậy cạnh đáy của hình lăng trụ bằng 

iV3(4R 2 -/i 2 ). 


b) Thể tích của khối lăng trụ ABC.A'B'C' là : 

V = S ABC .h = ^^h = ?ỷ-(4W-h>)h. 

4 16 



c) Mỗi mặt bên của hình lăng trụ là hình vuông khi và chỉ khi AB = h, tức 
ỉ a/3(4 R 2 -h 2 ) =/?<=> h= ìỊỵK (để ý rằng )j~ < 2). 


4. a) Nếu gọi E là trung điểm của BC (h.l08a) thì trọng tâm G của tam giác 

MBC xác đinh bởi EG - - EM . Từ đó, khi M vạch đường thẳng A vuông 
3 

góc với mọ(ABC) tại A (M * A) thì G vạch đường thẳng A' vuông góc với 
mp (ABC) tại trọng tâm D của tam giác ABC (trừ điểm D). 
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Do AB = AC nên các tam giác vuông MAB, MAC bằng nhau, vậy ME và AE 
cùng vuông góc với BC. Từ đó trực tâm H của tam giác MBC thuộc ME 
(h.l08b). 




a) b) 

Hình 108 

Trong mặt phẳng ( AME ), đường thẳng vuông góc với ME tại trực tâm H 
của tam giác MBC cắt AE tại o thì do BC ± (AEM) nên BC 1 OH , từ đó 
OH 1 0 MBC ). 

Ta có BM _L CH mà BM 1 OH nên BM 1 (OHC), do đó oc ± BM, nhưng 
oc 1 AM nên oc _L (ABM). Vậy oc 1 AB. 

Điểm o thuộc đường cao ỠC.và đường cao AE của tam gỉác ABC nện o là 
trực tâm của tam giác ABC. 

Như vậy, khi M G A (M * A) thì H là trực tâm của tam giác MBC khi và 
chỉ khi H là hình chiếu của trực tâm o của tam giác ABC trên ME. 

Vậy quỹ tích của H là đường tròn đường kính OE (bỏ hai điểm 0, E) trong 
mặt phẳng trung trực của BC. 
b) (h.l08b). 

2 ^ 

Vohbc — 2V ohbe = - J Sohe -BE (vì (OHE) là mặt phang, trung trực của BC) 
nên Vqhbc lớn nhất khi và chỉ khi S 0HE lớn nhất. 

Tam giác vuông OHE có cạnh huyền OE cố định nên có diện tích lớn nhất 
khi và chỉ khi tam giác đó vuông cân, tức HEO = 45° hay AM = ẬE. 

Vậy có hai vị trí của M trên À để VOHBC đạt cực đại, đó lạ các điểm M sao 
cho AM = AE. 
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5. (h.109) 

a) Ta có C'M' 1 A'B\ CM' X AA' => C'M' X ( ABB'A ’) => CM’ X 
Mặt khác, theo giả thiết BC' X AB\ suy ràAB' X mp (BCM'). 


Do đó AB' X BM\ 

b) Từ kết quả của câu a), ta dễ dàng suy 
ra A BB'M' co A BAA 

A'B' _ A'A 
^ BB' ~ B'M' 

=>A'B'.B'M' = A'A.BB' 

=> \a'B ' 2 =h 2 
2 

=> A'B' = h\Ỉ2 . 

_ 2 ựĩ 

c) Vabc.a'B'C' =Sạ' B 'C’AA' ~-(h\ỉĩj A = 



6. (h.UO). a) Do ABI/CD, AB d (SAB), CD <= (MNCD) nên hai mặt phang 

(SAỔ) và (MNCD) cắt nhau theo giao tuyến MV song song với AZ? và CD. 


Mặt khác CD X ( SAD ) => C£> X DAT 
Vậy MNCD là hình thang vuông. 



b) y S.ABCD - -SaBCD‘SA--CI 3 => VstACD -Vs.ACB ^ ■ 
Vs.MNCD = Vs.MNC + Vs.MCD • 


230 





Mặt khác 


Vs.MCN 

SM 

SC 

SN 

-Í£z 


Vs.MCN 1 1 

a-xỴ 

Vs.ACB 

' SA 

'SC 

' SB 

T« 

J 

Vs.ABCD 2( 

a) 

Vs.MCD ... 

SM 

SC 

SD 

_SM 

a-x 

_ Vs.MCD 

a-x 

Vs.ACD 

SA ' 

sc 

SD 

~ sa ' 

a 

Vs.ABCD 

2 a 

Vs.MNCD 

=Yịl 

MCN 

+ v s 

.MCD _ 

Vs.MCN 

, Vs.MCD _ 

IÍ£- 


Vs.ABCD Vs.ABCD Vs.ABCD Vs.ABCD 2^ a ) 2a 


Từ đó ta có Yậ MMCD = ~ <=> 9x 2 - 27ax + ì4a 2 =0 

V S.ABCD 9 


X = -ịa (loại vì theo giả thiết x<a) 


2 _ 
x = 3 ữ ' 



7. (h.lll). 

a) Cách ỉ. Giả sử / là giao điểm của OD 
và AB , F là giao điểm của mp (P) với 
CD. Khi đó dễ thấy ba đường thẳng EF, 

AM và Cl đồng quy tại trọng tâm ơ của 
lam giác ABC. 

Đặt ÕE=kãc. 

Từ giả thiết GA 1 GE, ta có GA.G£ = 0. 

Mặt khác 04.GỈ = (ÕẴ-ÕG).(ÕẼ-ÕG) 

ÕẮ-ị(ÕẦ + ÕB + Õc) . Lõc-HõĂ+õb+õc) 

3 J L 3 

1 —-2 1—-.2 1—-.2 1—42 1—42 

= ~OẢ +2-0/4 +j-OB + j-OC -ịkoc 
.3 9 9 9 3 

(vì õĂm = ÕB.õc=dc.õĂ=o ) 

= +ỹữ 2 +^ỡ 2 +^c 2 -|c 2 (vì ỚẨ = a, OB = a\Í2 , oc - c). 

Vậy GĂ.GẼ = 0 ~c 2 -£t*2 - 0 <=> * = ị. Vậy 0£ = ịc . 

9 3 3 J 3 
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Cách 2. Chọn hệ toạ độ Đề-các vuông góc Oxyz như hình 111 thì 
A = (a ; 0 ; o), B = (o; ajĩ ; o), D = (a;a-ẵ ; 0), c = (0; 0; c). 



Sử dụng giả thiết của bài toán, ta lập được phương trình 


của mặt phẳng (P) là 

c*ã(x-a) -cy + 3a^fĩz = 0. 

Giao điểm của (P) với trục Oz là E = f 0 ; 0 ; yì, suy ra OE = J . 


b) Vì OE=^OC , giao tuyến EF của ( p ) với ( OCD) song song với OD nên 

ÕF=ịõC. Ta có 
3 

Vc.AEP CE CF_ = 2 2 = A 

Vcaod CO CD 3'3 9’ 

Vcmep _CM CE CF 1 2 2 = 2 

V c .BOD ~ CB CO CD 2 3 3 9 

t/ (4 2|1 1 V. Vc.AEMF 1 

Vậy V C .AEMF = —+ — nrVc./i 08 D ~—yc.AOBD » từ đó — -• 

3 Vaemfdbo 2 

c) Cdc/z 7. Tứ giác lồi AEMF có các đường chéo AM, vuông góc nên có 
diện tích : 

S-AEMF =—AM.EF 

= ^VaO 2 +OJ 2 +JM 2 .|oD (/ là trung điểm của 05) 

= -j-Jớ 2 • 'ị'!a 2 + 2á 1 = ^Ệ-a\l6a 2 + c 2 . 

2V 2 4 3 6 

Vậy khoảng cách từ c đến mpOP) là 

,72 

d(C , CP)) = ^ 

&AEMF 73 /73 , 2 3v6a 2 +c 2 

■^—ay oa 1 + c 2 
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Cách 2. Sử dụng cách 2 của câu a), ta tính được khoảng cách từ điểm 
c(0 ; 0 ; c) đến mp(P) có phương trình cyỈ2(x-a)-cy + 3a^z = 0 là 


_ \-ac42 + Ịac^/ĩị _ 2ac4ẽ 

• V2c 2 +c 2 + 18« 2 3 yỊc 2 + 6« 2 


(h.l 12a) 

1. Gọi / là trung điểm của BC, ta có AI _L BC. 
Do (SBC) _L (ABC) nên AI 1 mp (SBC), suy 
ra ASAỈ vuông tại I. 

Các tam giác vuông SAI, BAI có ỈA chung, 
AB = AS, do đó IB = IS , mặt khác IB = IC, 
suy ra tam giác SBC vuông ở s. 

2. Vì ỈB-ỈC- IS và AI _L (SBC) nên tâm o 
của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC 
thuộc đường thẳng AI, suy ra o là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác cân ABC và 
bán kính R của mặt cầu ngoại tiếp S.ABC 
cũng là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. 

Gọi / là giao điểm thứ hai của AI (h.l 12b) 
và đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC thì 

AJ = 2 R và AB 2 = AỈ.AJ hay a 2 = AỈ.2R 


^ R = 2ÃĨ- 

Mặt khác 


BC 2 = SB 2 + sc 2 = a 2 +^r- 


(1) 




Ì3a 


và AI 2 = AB 2 - BI 2 = a 2 - 


BC l 


13« 

16 


3a 

16 


=> AI = 


a\Í3' 


Thay (2) vào (1) ta có R = 


2 a_ 


( 2 ) 


16-BTHH 12-NC-A 
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Vậy thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là 4 . 

9. (h.l 13) 

1. Vì A, B, A\ B' cùng thuộc một mặt 
cầu và A'B'ỊỊAB nên ABB'A' là hình thang 
cân, từ đó SA = SB. Lập luận tương tự ta 
có SB = sc. 

Vậy SA = SB = sc. 

Suy ra đường cao SH của hình chóp 
. S.ABC chính là trục của tam giác ABC. 

Do đó, tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC thuộc SH. 

2. Ta sẽ chứng minh H chính là tâm của mặt cầu đi qua các điểm A, B, c, 
A\ B\ c\ Thật vậy, do SH 1 mp {ABC) nên SCH = 60°, từ đó HC = |sc, 

mặt khác C'S = C'C nên HC' = ^sc . 

Từ chứng minh trên ta có HA = HB = HC = HC = HA' = HB', tức H là tâm 
của mặt cầu đi qua A, B, c, À, B' , c. 

Gọi G là trung điểm của C'C thì HG 1 sc. Kẻ CH' song song với GH 
(//' eSH) thì H'S = H'C, từ đó H' là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.ABC và H'S là bán kính mặt cầu ngoại tiếp S.ABC. 

Ta có H'S 2 = H'C a +SC' 2 , mặt khác 
H\C’ = ịm, HG SC'= — = R. 

7 ừá 6 H 'S 2 =ịịẼf ) 2 + R 2 =Ể- + R 2 =^. 

13 2 J 3 3 

Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là — 


3V3 

s 


9V3 
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10 . (h.l 14) 


1. Ta có AC _L mp(SAB) nên AC1SB, 
từ đó SB _L B x c tức là BBỹ = 90°. 
Tương tự ta cũng có BCịC = 90°. 
Vậy tâm mặt cầu đi qua B, c, A, 
Bị, Cị là trung điểm o của BC. 

Ta có AO = BC, 

BC 2 = AB 2 + AC 2 = b 2 + c 2 . 


Từ đó bán kính mặt cầu bằng 




2. Ta có 

V 5 AB]C[ _SA SB Ỉ sq _SB r SB SC V SC _ SA 2 SA 2 _ h 4 

Vsabc ~ SA ' SB sc~ SB 2 ■ sc 2 - SB 2 ' sc 2 - (h 2 + c 2 )(h 2 +b 2 Ỵ 


Vậy tỉ số thể tích của hai tứ diện SAB Ỉ C { và SABC bằng 
ti 4 


11 . (h.115) 

1. Hai tam giác vuông 00'N' và 0'0M 
có 00' chung và 0'N' - OM nên chúng 
bằng nhau, từ đó IM = IN'. Mặt khác 
JM = JN' nên IJ 1 MN\ 

Cũng dễ thấy các tam giác OMN' và 
0'N'M bằng nhau, từ đó OJ = 0'J ; mặt 
khác 10 = IO' nên IJ ± 00'. 

Vậy IJ là đường vuông góc chung của 
00' và MN'. 

Gọi K là trung điểm của MN thì OK = — 2 ~ 
không đổi. 



và IJ = OK, tức là độ dài IJ 
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2. Từ ỈJ = ~2 H -L 00' suy ra điểm / thuộc mặt trụ có trục là 00' và 
Ry[?) 

bán kính mặt trụ bằng —2 ' Mặt khác từ IJ J_ MN', IJ ± 00' suy ra 
IJ _L mp(MNN r ), tức là mp(MNN') tiếp xúc với mặt trụ cố định có trục 

là 00', bán kính —y— - 
12. (h.l 16) 


1. Gọi I là trung điểm của AM thì 01 1 AM và SI 1 AM, từ đó SIO = p. 
Gọi H là hình chiếu của o trên SI thì OH J_ mp(SAM), từ đó OH = a. 


Ta có 01 

OM = 


OH a 
sin p sin p ' 

01 a 


cos^- sinpcos— 

2 H 2 

sơ = Oĩ tan p = = -^rs. 

sin p cos p 

Từ đó thể tích khối nón đã cho là 
V = - 


3 cos 2 — sin 2 p cos p 



2. Ta có S^AM = ị SA.SM sin ASM = ị SA 2 sin ASM. 

Vì SA không đổi nên Sas, 4 a/ lớn nhất <=> sin ASM lớn nhất. 


Dễ thấy ASB > ASM ( B là điểm đối xứng của A qua O). Vậy có hai 
trường hợp : 

a) 0 < ASB < 90°. Khi đó sin ASM < sin ASB, từ đó sin ASM lớn nhất khi 
và chỉ khi M trùng với B. 

b) 90° < ASB < 180°. Khi đó sin ASM lớn nhất khi và chỉ khi ASM = 90°. 
Vậy có hai vị trí của M trên đường tròn đáy hình nón để diện tích tam giác 
SAM lớn nhất, đó là hai điểm M sao cho ASM - 90°. 
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3. Vì OH 1 mp(SAM) nên Otì _L SA. Vậy H thuộc mp(P) đi qua o và 
vuông góc với SA tại K. Ta có (P) là mặt phảng cố định, ngoài ra 
OHK = 90°, tức là H thuộc đường tròn đường kính OK trong mặt phẳng (P) 
nêu trên, tất nhiên đường tròn này cố định. 

13. 1. CẮ = (1 ; 0 ; 1), CB = (1 ; 1 ; -1), CD = (1 ; i ; 0) 

=> \cẢ,Cb\ = (-1 ; 2 ; 1 ) =>[cẴ,cễ].CD = \ *0 

=> A, B, c, D không đồng phẳng hay A, B, c, D là bốn đỉnh của một khối 

tứ diện. 

2 . V ABCD =ịịcẴ,CỀ]ẽD\ = ị. 

3. Vectơ chỉ phương của đường cao tứ diện hạ từ đỉnh D có thể lấy là vectơ 
pháp tuyến của mp(Ai?C) hay vectơ [ca, CB~\ = (-1 ; 2 ; 1). 

Vậy đường cao đó có phương trình chính tắc là — Y~ = — 2 * = 

4. Phương trình mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ABCD có dạng 

X 2 + y 2 + z 2 - 2 ax - 2 by - 2cz + d = 0 . 

Do A,B,C,D thuộc ( s ) nên ta có hệ phương trình 
2a + 4c-d-5 = 0 
2a + 2b-d-2 = 0 
< 2c-d-ì = 0 
2a + 2b + 2c-d-3 = 0. 


3 1 1 

Giải hệ ta có : a = b = c — 4-, d = 0. 
v 2 2 2 

Vậy phương trình mặt cầu ( s) là 

X 2 + y 2 + 2 - 3x + y - z = 0 . 


Suy ra (S) có tâm là I 


và bán kính R = 


vn 


5. Mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu ( s ) tại A có vectơ pháp tuyến là 


A,={ị 


1 , 


= 2 (1 ’ - 1 


J_ _ Ị_ _ 3 

k2 ’ 2 ’ 2 , 

Vậy phương trình mặt phẳng cần tìm là 

(x - 1) - (y - 0) - 3(z - 2) = 0 
<=>x-y-3z + 5 = 0. 


3). 
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6. Ta viết phương trình mp (BCD), đó là mặt phẳng đi qua C(0 ; 0 ; 1) và có 
vectơ pháp tuyến « = \cB, Cd] = (1 ; - 1 ; 0). 


Vậy mpO BCD) có phương trình : JC -y = 0. 

Đường thẳng qua A và vuồng góc với mp(BCD) có phương trình là 
ịx = 1 + t 
ịy = -t 
[z = 2. 

Gọi K là giao điểm của đường thẳng này với mp (BCD), toạ độ của ẤT là 
nghiệm của hệ 

Ịx = ì + t 


y = -t 
z = 2 



2 ’ 


2 . 


[x-y = 0 

Vì A' là điểm đối xứng với A qua mp (BCD) nên ta có 

I X A > + X A = 2x k 

y* +yA= 2 yK =>A' = (0; 1; 2). 

Z A' + Z A ~ 2z K 

7. Dễ dàng nhận thấy BD song song với mpOOz) mà mp (xOz) chứa AC nên 
d{AC,BD)=.d(B,(xOz)) = 1. 

ịx = -1 + 2 1 

14. 1. Phương trình tham số của d : ị y = -1 + ị 

[z = 3 + t. 

Toạ độ giao điểm A của đường thẳng d với mp(P) thoả mãn hệ : 

X 5= -1 + 2t 

y = -ỉ + t _ 1 , _ { 1 -2 10Ì 

hlĩV, 3~ A = l -3 ; 3 ; 3j- 


[x + 2y-z + 5 = 0 

2. Gọi a là góc giữa đường thẳng d và mp(P). d có vectơ chỉ phương 
u d (2; 1; 1), (p) có vectơ pháp tuyến n p { 1; 2; - 1) nên 


\u d .n p \ 
sin a = — 

u d . n p 


12 + 2- l| 

V2 2 + l 2 + l 2 .y[ì 2 + 2 2 + (-1 ) 2 
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3. Vì (Q) là mặt phẳng chứa d và vuông góc với mp(P) nên mp(Ổ) chứa 
điểm (-1 ; -1 ; 3) E d và có vectơ pháp tuyến là 

\_n d ,n p ~\ = (-3 ; 3 ; 3) 

Suy ra phương trình mp(Ổ) là: X - y - z + 3 = 0. 

4. d' chính là đường thẳng giao tuyến của hai mặt phẳng (P) và (Q). Vì 
vậy, điểm (x ; y ; z) € đ khi và chỉ khi (x;y;z) thoả mãn hệ 

ịx + 2y-z + 5 = Q 
\x-y-z + 3 = 0, 
hay đ có phương trình tham số là : 

L 11 , . 

*= 3 + ' 

2 

>3 
z = t. 

■ \.,Ẩ 1 2 10^1 

5. Gọi A là đường thang nằm trong mpCP), đi qua điêm AI-- ; - 2 ; -yJ 
và vuông góc với đường thẳng d. Khi đó, À có vectơ chỉ phương 

U = ỉ [ĩ 7 d ~rĩỊ>\ = (-1 ; 1 ; 1) nên A có phương trình chính tắc là 

1 

x + ị 2 10 

-^1 ? + 3 z 3 


6. Vì / e d nên / = (-1 + 2t; -1 + t; 3 + t). 

Mặt cầu tâm / tiếp xúc với mp(.P) và có bán kính R = Vó khi và chỉ khi 
d(l,(p)) = s hay 

1-1 + 2t - 2 + 2r - 3 - t + 5ị = ^ 

Vl 2 + 2 2 + (-1) 2 


■ |3t-l| = 6 


3/ -1 = 6 

7 

r 3 

■'-( 

3í — 1 = -6 

=> 

5 

'■( 


! ~ 3 

l 
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Vậy có hai mặt cầu thoả mãn yêu cầu đặt ra là : 



7. Cách ỉ. Ta tìm hai điểm phân biệt thuộc đường thẳng d . 

Cho t = 0, ta được M(-1 ; -1 ; 3) G d, t- 1, ta được N{\ ; 0 ; 4) e d. 

Giả sử mặt phẳng ( R ) cần tìm có phương trình Ax + By + Cz + D = 0 với 
A 2 +B 2 +c 2 * 0. 

Vì M, N G mp(/?) nên 

j-A - B + 3C + D- 0 ịc = -(2 A + B) 

[ A + 4C + D - 0 ^ \d = 1A + 4 B. 

Do đó ^ = (A ; B ; - 2A - B ). 

Ta có = (1; 2; — 1). 

Gọi ọ là góc giữa hai mặt phẳng (R) và ( p ) (0° < ẹ < 90°) thì: 

COS( p _ u + 25 + 2A + B\ _ J3_ Ịa + 5| _ 

Vó iỊa 2 + 5 2 + (2A + 5) 2 vỏ V 5 A 2 + 25 2 + 4A5 


Trường hợp A 4-5 = 0 , ta có ợ> = 90° là góc lớn nhất trong các góc có thể 
có giữa hai mặt phang (P) và ( R ), loại. 

Trường hợp A + B * 0, ta có 


cos (Ị) — - 


(Ạ + B) 


75 ỵ 2(A + B) 2 +3A 2 


3 

75' 


r 1 . 3 

| 2+3 I 

' Ẩ ì 

| 2 75 

k a + b) 


/T 73 

12 2 ’ 


suy ra (Ọ > 30°. 

Dấu = xảy ra khi A = 0. Khi đó B * 0 (vì nếu B = 0 thì c = 0, vô lí). 

Ta chọn 5 = 1 thì c = -(2A + 5) = -1,Z) = 7A + 45 = 4. 

Vậy mp (R) chứa đường thẳng d và tạo với mp(5) một góc nhỏ nhất 
(bằng 30°) có phương trình là : 

y - z + 4 = 0. 
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Cách 2. (h. 117) Xét mặt phẳng ( Q ) 
thay đổi đi qua đường thẳng d, cắt 
mp(P) theo giao tuyến À'. Vì 
A = d n (P) nên A e À'. 

Lấy một điểm K cố định trên d 
(K * A). Gọi H là hình chiếu của K 
trên mp(P), I là hình chiếu của H trên 
À' thì Hì và KI cùng vuông góc với À' 
nên KIH là góc giữa mp(F) và mp(0. Hình 117 

Ta có tan KIH = mà KH không đổi khi ( Q ) thay đổi và HI < HA nên 
HI 

KỈH nhỏ nhất <=> tan KIH nhỏ nhất <=> HI lớn nhất <=> I trùng A hay 
À' _L d tại A, tức là À' trùng À (À nói ở câu 5). 

Vậy mp(/?) chứa đường thẳng d và tạo với mp (P) một góc nhỏ nhất khi và 
chỉ khi mp(7?) chứa d và À (À nằm trên ( p ), đi qua A và vuông góc với d) . 



Ta có I ~u d , U A J = (0; - 3; 3) nên ( R ) có vectơ pháp tuyến là (o ; 1 
Vì mp(/?) đi qua nên có phương trình là 


= 0 hay ỵ - z + 4 = 0. 


15. 1. Đường thẳng AB đi qua A(3 ; 3 ; 1), có vectơ chỉ phương AB = (-3; - 1; 0) 
nên có phương trình : 

ịx = 3-3t 
ịy = 3-t 
z = 1. 


2. Ta nhận thấy A e mp(P) nên hình chiếu vuông góc của AB trên mpCP) là 
đường thẳng AH, trong đó H là hình chiếu của điểm B trên mp(P). 

Đường thẳng BH qua B{ 0 ; 2 ; 1) và vuông góc với mp (P) nên có phương trình 
X = t 
y = 2 + t 
z = 1 + t. 
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X - t 


do đó toạ độ (x; y ; z) của điểm H thoả mãn hệ 


y = 2 + t 
z = 1 + t 


■■ [x + y + z - 1 = 0 . 

Giải hệ ta được r = = 

- • 3 7 u 3 ’ 3 ) 

Phương trình đường thẳng AH là 

ịx = 3 + 5f 
ị y = 3 - t 
[z = ì- 4 1. 

3. Đường thẳng d nằm trong mp(P), đồng thời nằm trong mặt phẳng trung 
trực (ti) của đoạn AB. Gọi / là trung điểm AB , ta có / = ; ệ ; lì. 


Mặt phảng (7t) đi qua I và có vectơ pháp tuyến là BA = (3 ; 1 ; 0) nên có 
phương trình : 

(n) : 3x + y - 7 = 0. 


Vậy d là giao tuyến của hai mặt phẳng 0P) và (tc). Do đó d có phương trình : 
ịx = t 
ịy = 'ĩ-3t 
[z = 2 1 . 

4. Vì AB 1 mp(7c) và í/ c mp(ĩr) nên nếu trong mp( 7 ĩ), kẻ đường thẳng IM 
vuông góc với d (M E d) thì IM chính là đường vuông góc chung của AB và d. 

Ta có M =- (í ; 7 - 3í ; 2f) => ĨM = ịt-2 ■ |-3 1 ; 2f-lj. 

Đường thẳng d có vectơ chỉ phương là u ề = (1 ; - 3 ; 2 ). 


IM ld ^ IM.Ũ d =0«. t = ~. => /Aí = í--ị ; 

_ 14 V 14 14 147 

Vậy đường vuông góc chung của AB và d là đường thẳng qua I và có vectơ 

chỉ phương ~ỈM = (-1 ; 3 ; 5), đường thẳng đó có phương trình : 



y = 2 +3 ‘ 
z = ì + 5t. 
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5. Cách 1. K € AB K = (3 - 3t ; 3 - í; 1). 

d( KXP)) = d (B, (/>)) «. l3-3f + 3-f + l-7| = 10 + 2 + 1-71 
V3 V 3 

<z> \-4t\ = I— 4| <=> |í| = 1 <=> 

11 [í = -1. 

Với / = l,K = (0 ; 2 ; 1) nên K = B (loại). 

Với / = -1, K = (6 ; 4 ; 1). 

Vậy K(6 ; 4 ; 1) là điểm phải tìm. 

Cấc/ỉ 2. Vì Ae(P) nên d(K,(P)) = d{B,(P)) khi và chỉ khi A là trung 
điểm của KB. Từ đó suy ra K = (6 ; 4 ; 1). 

6. Với c G d thì = ỈẨB.C/, AB không đổi nên S ABC nhỏ nhất khi và 
chỉ khi /c nhỏ nhất, tức c là hình chiếu của I trên d. 

VÌC ed nên c = (t ; 7-3 1 ; 2t ), suy ra ĩc = Ị^-|,7-3í-|,2/-lj. 

Ta có ICLd<^ĨCÃĨ d =0<^í-|-3^7-3r-|j + 2(2í-l) = 0<»í = ^. 
f-17 47 34^1 

Vậy điểm c cần tìm là c = TT; 77 ; 77 (chính là điểm A/ ở câu 4). 
k 14 14 14 V 

16. 1. Đường thẳng d x đi qua điểm Mj(0 ; 2 ; - 4) và có vectơ chỉ phương 
Mị (1 ; - 1 ; 2). Đường thẳng d 2 đi qua điểm M 2 {-8 ; 6 ; 10) và có vectơ 
chỉ phương M 2 (2 ; 1 ; - 1). 

Ta có [ĩ, í^] = (-1; 5; 3), = (-8; 4; 14) => [ũ* ỉ ,ĩ£].M ị M 2 = 70 * 0 

=> dị, d 2 chéo nhau. 

2. Gọi ( a ) là mặt phảng chứa d 2 và song song với dị. Khi đó mp(ứộ qua 
điểm M 2 (-8 ; 6 ; 10) và có vectơ pháp tuyến n = [m 1? m 2 ] = (-1 ; 5 ; 3) 
=>(#): - 5y - 3z + 68 = 0. 

_ ... lo -10 +12 + 68| 70 _ /77 

71 + 25 + 9 735 
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4. Viết lại phương trình đường thẳng dị, d 2 dưới dạng tham số. Từ đó : 

M E dị nên M = (/; 2 - /; -4 + 20, 

N e d 2 nên V = (-8 + 2/' ; 6 + /' ; 10-/') 

=> ~MN = (-8 + 2/’- / ; 4 + /'+ / ; 14 - /’- 2/). 

Đường thẳng MN sẽ là đường thẳng d phải tìm khi MNII Ox hay hai vectơ 
MN và /(1 ; 0 ; 0) cùng phương, nghĩa là 

í::: * 

[/'+ 2/ = 14 [/' = -22. 

Vậy M = (18 ; -16 ; 32) và đường thẳng d phải tìm có phương trình 
tham số: 

ịx = 18 + / 
d : ị ỵ = -16 
[z = 32. 


5. A E dị => A = (/; 2 - /; -4 + 2/), 


B e d 2 => B — (—8 + 2/'; 6 + /' Ị 10 — /') 

=> AB - (-8 + 2/'- /; 4 + /"+/; 14 - /'- 2/). 


i4i? _L Uị <=> 6/ + /' = 16, 
_L «2 <=> / + 6/' = 26. 


Giải hệ 


6/ + /' = 16 
/ + 6/' — 26 


/ = 2 
/' = 4 


u = (2;0;0) 

[5 = ( 0 ; 10 ; 6 ). 


Suy ra mặt cầu đường kính AB có tâm / = (l; 5; 3), bán kính bằng V 35 . 
Phương trình của nó là : 

(JC-1) 2 +(y-5) 2 +(z-3) 2 =35. 

17. 1. Ta có AB 2 = a 2 + b 2 ,BC 2 = b 2 + c 2 ,CA 2 - c 2 + a 2 

=> AB 2 + BC 2 - CA 2 = 2b 2 > 0 => AB 2 + BC 2 > CA 2 => B nhọn. 
Tương tự, ta suy ra các góc A, c nhọn. 
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2. Mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC có tâm 7 [ 2 ^’2’ 2 )’ bán kinh 


R = ị-\la 2 + b 2 +c 2 . 


3. Phương trình mp(A£C) : ^ + ị + ^ = 1. 

Đường thẳng d đi qua gốc toạ độ o và vuông góc với mp (ABC) có phương 
trình là 

' 1 
X - —t 

a 

1 

' y =r 

1. 

z = —t. 
c 

Suy ra toạ độ giao điểm H của đường thẳng d với mp(AZ?C) là 

ab 2 c 2 . ba 2 c 2 . ca 2 b 2 ) 

a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 ’ a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 ’ a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 ữ 2 J 

4. Vì // là trung điểm của 00 ’ nên OO' - 2 OH , suy ra 

lab 2 c 2 m 2 ba 2 c 2 m _ 2ca 2 b 2 _ 

a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 ’ a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 ’ a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 

5. Ta có : Sị = S 0AB = —ab, s 2 = Sqbc = 2 ^ c ’ $3 = Sq CA = —ca 




=> s 2 + sị + S 3 = ị(ứ 2 ò 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 ). 

Mặt khác, V 0ABC =ịabc = ịs ABC .OH, 

mà OH = d(0,(ABC)) = , = = ab ^ 

yịb 2 c 2 + c 2 a 2 + a 2 b 2 

nên -LflVc 2 = ịs 2 .ơ // 2 

=> s 2 = i(ữ 2 fr 2 + b 2 c 2 + c 2 á 2 ) = s 2 + sị + s 2 (đpcm). 
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6. M là trung điểm của AB nên M = ; ~ ; 0j => OM = ^ ; 0j. 

N là trung điểm của BC nên = (o ; I ; ^) => ÕN = Ị^o ; — ; —J. 

p là trung điểm của CA nên p = ; 0 ; => ÕP = Ị^- ; 0 ; -j. 

Các mặt phẳng ( OMN ) và ( OMP ) có các vectơ pháp tuyến lần lượt là 

w = Iõm,õn] = 

^; = [õS,õ?]=(ệ 

Do đó mp(OMA0 1 mp (OMP) <=> n {0MNy n {0MP) = 0 

<=> a 2 b 2 = b 2 c 2 + a 2 c 2 <=> -i- = ~ + -Ị- (đpcm). 

c z a l b l 

7 - p ( x o'ơo’ z o) e m P (ABC) <=>^- + ^ + ^- = 1. 

ầĩỊ - - đ > 2 + ẩ ìA Ểl±Ầ± ả 2 *n , I _ OP 2 2Xọ_ . , 

^O 2 a 2 a 1 a +ỉ --^~a +L 


Tương tự, 


ẼĨL = 9 p L^ĩh_^^ cp 2 - opl 2z o 

n ^2 ,2 *, + A » TTT ~ õ „ + 1- 


Suy ra 

AP 2 BP 2 CP 2 
AO 2 BO 2 CO 2 


-2 Ị + ạ + i + 3 


_^ 2 6V +c y +a y 11 


- + 2 (đpcm). 
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